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1 Introduccién

. Los ovillos fueron introducidos por J. Conway [3] para ayudar a la construccién de una tabla
de los nudos. Un ovillo de 7 hebras (o n-ovillo) es un par (B%,T), donde B? es una 3-bola
que contiene n arcos T' = {T;} propiamente encajados. Un .n-ovillo (B3,T) es racional si
existe un homeomorfismo de parejas de (B3, T') a (D, P) x I, donde D es el disco unitario, P
es cualquier conjunto de n puntos en el interior de D e I es el intervalo unitario del eje real.
Denotaremos al conjunto de los n-ovillos racionales por Ty. Si Ty y T3 son dos n-ovillos en
B3 diremos que T} es equivalente a Ts, y lo denotaremos T = T, si podemos cambiar T}
en Ty al aplicar repetidemente movidas de Reidemeister, [9,pag 3], manteniendo fijos los 2n
puntos de BN T.

i

&=

Los ovillos han mostrado ser de gran utilidad para clasificar a los nudos o enlaces de dos
puentes [2], adem3s de que juegan un papel importante en la aplicacién de la teoria de nudos
~ a la biologfa molecular [15]. |

Nuestro objetivo es generalizar la ya conocida clasificacién de los 2-ovillos racionales a
los 3-ovillos racionales, lo cual ciertamente es una tarea nada facil. Tal vez la comprension
de los métodos empleados en este intento ayuden a lograr una clasificacién completa de los
3-ovillos racionales y en general la de los n-ovillos racionales.

Los principales resultados obtenidos son la construccién de una matriz, M(T)(a, a™t),
asociada a cada diagrama DT de un 3-ovillo T (o solamente ovillo T') donde

M(DT)(a,a7Y) € Msxs(Z[a,a™Y),
-~ es invariante bajo isotopia regular y Z[a,a™'] denota el anillo de polinomios de Laurent.

En [7] se desarrolla un método més simple para calcular el polinomio de Conway de
un enlace L, V. Siguiendo este método se consigue encontrar la matriz M(T) (a,a71);
evaluamos esta matriz en los nimeros a = Vi y a = 1_+;_@ y obtenemos asi las matrices

MA(DT) = MOTWEVEY),  a0m) = MDY Ly

Demostraremos que M; es un invariante de ovillos bajo isotopia regular mientras que la

maitriz M, es un invariante de ovillos.
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Sean A y B dos matrices, diremos que A esta relacionada con B, denotado A = B, si

" A = (—V1)*B, donde z € Z. Definida de esta manera se tiene que ~ es una relacién de

equivalencia.

Con la relacién de equivalencia anterior, se tiene que la clase de equivalencia de M; (DT),
[M1(DT)], es un invariante de la clase de diagramas que representan al ovillo Ty, abusando
de la notacién, escribiremos M;(DT) en lugar de [M;(DT)).

Cuando no haya lugar a equivocacién diremos “el ovillo 77 en lugar de “el ovillo que es
representado por el diagrama 77”.

Da‘do T € T, podemos conétmir dos 3-ovillos racionales, T9 y T, de la siguiente manera:

T T? Ty
Asi se fienen dos nuevas familias de 3-ovillos racionales
TGZ{Ty{TETz} T({;={TgIT€T2}

a las cuales se lamara respectivamente ovillos generalizados superiores y ovillos generalizados
inferiores y TG = T® U Tg es el conjunto de los ovillos generalizados.

Se denotard al grupo de las 3-trenzas por Bs, se dira trenza en lugar de 3—ti‘enza y, si un
ovillo B tiene un diagrama como el siguiente ' '

B.

donde T es el diagrama de una trenza, diremos “la trenza B” en lugar de “el ovillo B”.

Dados dos ovillos 171,75 € ']I‘s formaremos un nuevo 3-ovillo (posiblemente no racional)
llamado suma de T7 y T5, denotado por T + T3, de la siguiente manera

:le:Tzz--leTz:E

Tl ' | ‘ ‘T2 . T1 + Tz
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Dado un ovillo T podemos obtener otros dos ovillos al “rotar” el ovillo T de las siguientes
maneras:

| g— C——~
—] — AT N1 R
T E 7 MR
— ‘ —/ | :
T, 'T+ : T"

a estos nuevos ovillos, respectivamente se les llamard rotacidn positiva de T, denotado T, y
rotacién negativa de T, denotado T_.

Sea Q un conjunto de ovillos, se llamard rotacidn positiva de Q al conjunto {R4 | R € Q},

denotado Q., y rotacién negativa de @ al conjunto {R- | RG Q}, denota,do_ Q._’. (Pj’ara ,
referirse indistintamente a cualquiera de estos conjuntos se dird simplemente rotacion ae Q

y se denotard Qr. | | ‘
Sea X = {4, B.5,%, 7,!3} un conjunto de los ovillos, donde

- B0 G- Q- Q- D
Dados los conjuntos de ovillos Bs, Xy TG se definen los siguientes conjuntos
B, +TG = {B+G|BecBy,G TG}, TG+Bs={G+B|BeBs,GcTC),

BXB={B,+X+B;|B,B€Bs,X€X} (Ba)r

En este trabajo se demuestra que las matrices M;, M, clasifican completamente a estos

conjuntos, es decir:

Teorema.-Sean T1,Ts € X, donde X € {B3 + TG UTG + B3 U BXB, (B3)r}, entonce-s

L2l M (TV) =M(T2) y M(Th)= My(T2).

De hecho, se tiene que dadas las matrices My (T) y M(T) de un ovillo T en esta clase de

subfamilias, se puede recuperar el diagrama de un representante de la clase del ovillo T.
La principal conjetura que se desprende de este trabajo es: |
La matriz M(T)(a,a™?) clasifica completamente a los ovillos racionales.

El polinomio corchete de Kauffman [8] es una de nuestras herramie:nta,s prin.cipalgs y este
trabajo se basa en una idea expresada por Kaufmann durante una serie de platicas tituladas
“Topology of DNA”, dictadas durante el “Kirby Fest”, en el M.S.R.Ien Berkgley en 1998. En
éstas muestra un método para clasificar los 2-ovillos racionales usando el pohnﬁomlo corchete.
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Entre las aplicaciones que se siguen de la clasificacién de B3 se tiene que usando esta
clasificacién en el grupo de las trenzas y bajo ciertas suposiciones, las cuales son razonables
desde el punto de vista de la biologia molecular, se encuentra una familia de posibles solu-

“ciones a la forma en que actia la enzima Gin en el ADN, esto es, encontramos una familia

de posibles soluciones a la accién de la enzima Gin en una molécula circular de ADN.

En [5] J. Emert y C. Ernst hacen un intento por clasificar los n-ovillos racionales desde
un enfoque distinto. En este trabajo se le asocia un subgrupo a cada n-ovillo racional, el

cual es un invariante algebrdico de la clase del n-ovillo racional el cual, como ellos mismos _

expresan, “es impréctico para distinguir o clasificar n-ovillos racionales” con n > 2. Adem4s

generan una matriz-simbolo, la cual, codifica un diagrama de un tipo especial de n-ovillos
racionales alternantes, a los cuales llama esenciales y que no son todos los n-ovillos. En el

caso de 2-ovillos racionales se tiene que dicha matriz es un invariante; no asf en el caso de
n-ovillos con n > 3, ya que en este caso un n-ovillo puede tener més de una matriz asociada.

2 El polinomio de Conway V(z)

Recordemos como se calcula el polinomio de Conway de un enlace orientado mediante la
férmula recursiva

le (Z) = er (Z)+ vas (2), Vnudo terla,l(z) = 1>

donde (Ly, Ly, L;) es una tercia de digramas orientados que son idénticos salvo en la vecindad

de un cruce, donde se ven asi:

Definicién 2.1 Un n-cuarto K es un dominio conexo (a menudo un rectdngulo) en R2,
equipado con n cuerdas que entran y n que salen y, en el cual puede haber curvas simples
cerradas y orientadas. En este trabajo trataremos solo con 3-cuartos por lo que solamente
diremos cuarto en lugar de 3-cuarto y en particular usaremos el siguiente 3-cuarto R.

—
—>
—>

111

R

La madeja de un n-cuarto, S(K), es el conjunto de todas las colecciones de cuerdas que
se conectan con las cuerdas entrantes y salientes. Dadas s;,s2 € S(K), se tiene que s; = s,

' “‘mm




“del cuarto anterior.
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si existe una isotopia de ambiente que lleve s, en s,. El siguiente es un elemento de la madeja

Lol 7B
\\\"/f — = —> o
-——;—/\@‘)/k, > / >

Sea S3 el grupo simétrico en tres letras. Dado s € S (R), se le puede asignar una per-
mutacién 7(s) € Ss al numerar las cuerdas.

1 —— /D e—->—1:

2 —— A2
33— XX >— 3
‘ )

Al elemento anterior, por ejemplo, le corresponde la permutacién (13).

Fijemos un ordenamiento {m;};=1,.. ¢ de S,. Si numeramos las cuerdas como en la figura
anterior y elegimos un elemento s,, de la madeja para cada m; € S, de manera que 7(sy,) = m;
y tal que s,, no tenga curvas simples cerradas y orientadas. Fijemos

S 5(12) 5(2) -
'5—”"—’—5 > - > _—y—
; /¢ ~ i ile?y

S(13) : $(123) : 5(132)
Llamemos
37r} = 3(1‘), Sgo = 5(12), S1r3‘ — 8(32), Spy = (13)s ' 37‘.5 = 3(123), Sge = 3(132),

Definimos en S(R) una operacién binaria por yuxtaposicién

— > —>—
S1+8) = —— 81 > 52 ——
. + S _).__

notemos que m(s; - 83) = 7(s1)7(s2) € Ss.

Llamaremos una tercia de madejas a una tercia de elementos de una madeja que son
idénticos salvo por un cruce, tal y como se hace en el caso de los nudos o enlaces [12] y
‘denotemos por M al conjunto de todas las tercias de madejas. s
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‘Sea F el campo de cocientes de Z[z], sea V(S) el espacio vectorial generado por S(R)
sobre F' y N(S) el subespacio vectorial de V'(S) generado por {s;—sr—2ss | (si, sr, 5) € M}.
Definimos la linealizacién L(S) por L(S) = V(S)/N(S). L(S) es un espacio .vectorial y
ademds un &lgebra bajo la extensién de la operacién binaria - a L(S) definida por

81+ (Sr+28s) =818+ 28, -8, =81 - 8§
En [7] se prueban los siguientes hechos de manera més general.

Lema 2.1 El conjunto {sx;, | i =1;...,6} es una base para L(S)

Corolario 2.1 Cualguier elemento de la madeja se puede expresar de manera tinica como
una combinacion lineal de los sx; y, por lo tanto, dimp(L(S)) = 6.

Sea s € S(R), definamos N(s) como el nudo o enlace orientado obtenido por cerrar la

madeja s de la siguiente manera.
C 3 :)

denotemos por s¥ al polinomio de Conway de N(s). Al igual que en [7], dados elementos s
y z-de la madeja definimos el dual de s por s*(z) = V(N(z - s)) = (z - s)V. Definido de esta
manera s* puede ser extendido linealmente a todo L(S); obsérvese que

s*(sp + zss) = 5*(s,) + 25*(s)
Sea Mj la matriz de 6 x 6 definida por (M) = syt (s,,J) Tenemos que

z 1 1

/0 0 0
0 0 1 1422 z z
o]0 1 0 1422  z/
37 1z 1422 1422 322424 22428 22428
1 z z 22428 1422 22
1 z 2z 2z + 22 22 1422

de donde se deduce que det(Ms) = —(2® +4) # 0, por lo que {s;}} es una base para el dual
I(9). - ‘ ' S

Definimos una forma bilineal en el espacio vectorial L(S) por

(5’1, 82) —> (81 . 82)N.
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claramente

‘10(317. Sr + zss) = 90(313 37‘) + Z(,O(Sl, 38) 90(31' + 285, 32) = (p(s,, 32) + z@(ss’ .82)‘

‘Como {s,i} es una base para L*(S) existen elementos ax; de F' tales que ¢ = Gk 1S, ® Sp)-

Asi que

371',7 371'] Z Qg lsrk 31& 37r1 37r]) = Z akl l
= Z (Z ak,le,i) M,; = ((ATM)TM)i;j = (MTAM)i,j,
l k

donde M = M3 y (A),i = ax;. Pero como ¢(sy,, Sx;) = M ; tenemos que M = M TAM, de

aqui se tiene que ¢ = A'= (MT)~L. Por lo tanto, si @ = Y a;s,, y B = Y. bisy, entonces

a
a9 _
V(N(@-8) = ol 8) = | 7 | (M) (by by .. bs).
(e
En este caso, como M es simétrica t_eﬁemos que

—2*—322+2 2+32 2+3z 2z -22-2 -22-2

. 22432 2 —22-92 -9 z 2z
-1 28+ 3z —22-9 2 -2 z -z
Ty-1 -1 _ 2
(7)™ = T 2244 z -2 -2 2 —z -z
—22 -2 z z —z -2 2242
—22-2 z z -z 22+2 -2

Los célculos anteriores se pueden hacer para cualquier cuarto, por ejemplo el siguiente:

>— —

— R [

— —
RI

este cuarto lo denotaremos por R. Sean s; y sy elementos de la madeja S(R'); definimos
como antes una operacién binaria en R’ y una nueva funcién bilineal

s Y(s1, 82) = V(N(sl. +32))

§1+ 82 =

i

—
5 ¢ )
Ly

f11
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Usando sy, 53 € S(R') definamos elementos 01,02 € S(R) de la siguiente manera

9—_‘

9_‘

rava R 2 - 52 rr_;

=L i Fars -5

A\ — N/
oy » 09

Es féacil ver qﬁe Y(s1, $2) = (o1, 02). .

Siguiendo la idea de [7], definiremos A(s), B(s), C(s), D(s) y E(s) al nudo o ehlace
orientado obtenido por cerrar s €.S(R') de las siguientes manersas.

1B | 5 I B 4B &

Denotaremos por sA B, 59, 5P y sF al polinomio de Conway de A(s), B(s),C(s),D(s) y
E(s) respectlvamente Al d1buJar los enlaces notamos que se tiene o

o3

-~
—_

B PR PR
A

De manera similar se prueba que

EAOETY sty (02) = off (o) =P
St,(02) = 2 + 288 s, (01) sft v (02) = 58 + 2s&
st(01) = sf +25P  st,(00) = 28f + (1 + 2%)s§ Sis(01) = sP

sk (02) = s + 2s% 87,6(01) = 5§ + zsf + zsP —zsf - st (03) = 5§ + 254 +z32 +z2 Al

Por la anterior férmula de ¢ tenemos que
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| ~ Dado un elemento s € S(R') le asignaremos la siguiente matriz, la cual es un invariante
| (81, 32) ©(01,09) = . i . . -de s, ya que el polinomio de Conway lo es.
| (—#-3242)s5, (01)sh, (02) + (%3253, (01), (0) + (2°432) 1<01>8m(02> + 285, (01)st, (02) ¢
(24205 ()8 o) — (2 42)5 (1) 0] (213205 )8 (00) + 255 (015 ) oo = (55 )
—(2%+2) 88, (01) 58, (02) — 23;22(01)3;‘4((02)) z('s,’:)(al)s;:s((ag)) (31r ,(0 12)8:6((02; + (02 s? s
22+ 32) st (01) s, (02) — (2°42) 57, (01) 8, (02) o+ 257 (01) 7 VA o 01* s 02* Lema 2.2 Sean s1,ss € S(R') se tiene que ‘ .
258y (01)1,(02) + 2874 (01) 54 (02) + 285,(01)55, (02) = 255, (01) 55, (02) — 287, (0) sy (02), 51,5 € S(R) g o
+2s%,(01) 8%, (02) — 287,(01) 8%, (02) — 257, (01) 57, (02) — (2%+2)s7, (‘:-1)3’71 (02 2+ Zs’f (1) T2 (02) ' : My (s + 82) My (s1) My (s2) i
tosts (01)st5(02) — 283, (01) 57, (02) =287, (01) 57, (02) +(2%42) 575 (01) 57 (02) — (2 +2)3:ra(01)i1r1(02) 5 - |
25y (01) 7, (02) +287,(01) 57, (02) — 2575 (01) 87, (02) + (22 +2) 87 (01) 875 (02) — 2574 (01) 57 (02)- : Demostracion.- Basta notar.que , o L :f
' 3 ti : | € sD\/sC P\ [sCsCioDA DBy oCoD |
Haciendo los célculos se tiene | | | Mv (1) M (52)= ( v osp ) (3?4 57 ) _ (313 s +s}‘1 s shsf +slB s ) — Mo (s1+5,) 0 |
Wows=(osta) =plonr = o stosf J\sf of )" \sPsf+afsf sfsP+sPsl
A_ — (24 22)sPsh — 2sPs +zslsA . . ‘ : | ‘ o |
a2t 82 + 28t 2 2ot 82 ( B) SN 2 | 3 Polinomio corchete : - . ;
28 32 — 258 32 +251 s2 + zsP 5 = zsP 32 — 2s{Y 52 , : . | J
| —zs{'s§ +2sP 32 2s{'s — z31 53 + 7'51 83 = (z + 2)3;,3%. S i El polinomio corchete del diagrama de un ovillo. Para calcular el polinomio corchete ‘W
—(2% + 2)31 32 + Z81 sg — zsf 32 + 2sf 32 —2sf s%, —Ez 51 83 - del diagrama de un nudo o enlace no orientado T', denotado por <T>, aphcamos repetlda- |
| —2sf's3 — 231 32 +2sf'sf — 251 53 ";)2}9\,1 53 —szvl % o NN mente las conocidas relacmnes
| zsi“sé" 2sf (z + 2)31 sY + zsi s — 2505, (fv —:2)31 s
‘ 231 s2 + 281 sé - z51 32 (2 + 22)81 8 251 82 + 251 85 ‘ _ s=a< Y > 4g-1 < >
B 2sftsf + zsBsf — 25Csf — (2 + 22)sPsf — 2sPss + zs{' 4] . ' \ /N ><
: lo cual se puede expresar como 4 » | : (2) <TQO>=—~(a®+a?) <T>
' 2 z —z —2—-22 =2 z .S‘é‘1 3) <QO>=1
z =2 2 z -z =2 sf ( ,
C. . i
—1 (sf* s sf sP s va W o=z 2 -2 -z oz -2-2 3% De la misma manera que a un nudo o enlace [9], a cada diagrama no orientado de un ovillo i
(s17+2) 244 -2-2" 2z —Z 2 -2 o 52 T le podemos aplicar repetidamente las relaciones (1) y (2) del polinomio corchete. Usando : 1;
; -2 =z z -2 2 —z 52 el polinomio corchete, a cada diagrama T de un ovillo le asignaremos cinco polinomios en ;
[ . 2 =2 -2-2 z -z 247 s3' las variables a y a~!. :

‘ De manera andloga obtenemos que | <T >= afa, a41)< @ >+8(a, a~1)< @ >45(a,a~Y)< @ >

|
- | |
| (51 + 82)* = sPsf + sfsS, (514 52)8 = sf's? + P57, , | o
133 -1 ola g-1) _ . o
| (s1+82)C = s€s§ +sPss,  (s1+2)° =sPsP +sfs7, L (e < @ > +¥(e,07) < @ > | il
| ' T, A ‘ S :
z —2 2z -z =2 323 Llamemos al los dlagramas anteriores como sigue ' |

\ 2+ 22 -z z =2 —=2-2% —z ||[s3
Il C .
i ~1 (st sB s€ sP P sf)| —2-22 2 -z 2 -2 2z ||s @ @ 6= @ @ b= @
(51+32)E=z2+4(.1 1 =82—23 2422 —2-22; —z =2 1]|s? 7'8 X = ’
, —z —2-22 -2 -z z 2 ||sF :
-2 -z z -2 2 —z/\sf |




' ' | . . 3 POLINOMIO C _
3 POLINOMIO CORCHETE 12 ORCHETE , 13

:‘ - . ‘ : Lema 3.1 Dados los diagmhws- de ovillos DT} y DT, se tiene:

Ejemplo 3.1
| 010\ /x2 520

| ' ‘ X150
| <@> =a<@> i <@> M(DTi+DTs)(a,a~Y)=M(DT,)(a,a~ ) M(DT3)(a,a=Y)+d| 6, 1 0 |[ 100 |[ & w0 |, ,
| | | | | o ~\oo0o/\ooo/\o 0o 7;‘
e = o
\‘ : at+xi B 0 o
donde d=—(a®+a~?), M(DT;)(a,a™ ') = & a;+v; 0 | esla matriz asociada al o

| | ) b . ' i
| ) rwen(ED) nieen= (g R
| “‘ ' ' . : diagrama DT; y oi(a,a™") = ay; Bi(a, a“?) = Bi,..., ¥;(a,a”t) = ¢; para i=1,2. 3
<@> +(1-a%) <@> _  Demostracion.- Sean | - | i

“
' . X . £ AY . \ .
‘]‘ El anterior ejemplo nos muestra cémo calcular el polinomio corchete de un ovillo. En . <: DT, —_>=<xi< >+Bi<:, C>+6i<3 >+x.<¥>+%<%>
}ﬁ este caso : : ‘ : ’ 7 \ 7 \ / \ /
il - - - 4 -1y _ -1y _ -1y _ |
h(. ala,a 1) = a?, B(a,a 1) =1-a"", 6(a,a™) = x(a,a™") = ¥(a,a™") = 0. - las expansmnes resultantes de aphcar el pohnormo corchete a cada uno de los diagramas DT;
s Con la definicién del polinomio corchete tenemos, al igual que en el caso de nudos o y DI, respectivamente.
I enlaces, que el polinomio corchete es un 1nvar1ante bajo las movidas de Rledemelster del tipo Asi-que para el ov1110 DT, + DT2 tenemos . ' ‘ B : 1]
B II y IIL. | _ 148
* @@ <@=®» (I oS BT ST
- ' T - i
no asf para la movida de tipo I, para la cual tenemos ‘ 0
,; P poL P ‘ =00ty +o,B 5 Hed, > Ol X: +al, —~ |
I < @>——a <@ >, - }
‘ . | o thee D ——HED D dHBED @ D YD 2 |
| . < EYr=—at< (R >, o - | | 1‘?
| - A | | +80 D TP 5 d+es> D FreP DGrawP D4 J
‘“ ! -~ notemos que lo anterior implica que, si DT} y DT; son diagramas distintos de un mismo o | . ' B
“‘1 ovillo, no necesariemente se tiene la igualdad < DT1 >=< DT, >. ' o DX ‘Hﬁxﬁ'z&:) s, D\::) C+xlx2 &:& +xﬁ’z¥% |
ﬁ Dado un diagrama de ovillo DT, le asignaremos la siguiente matriz: - ' _ ‘ o ‘ ‘ , h
\‘ o Wiog A P AP0 S PSP
| ' a(a,a™) + x(a,a™?) B(a,a™?) 0 . B |
(3.1) M(DT)(a,a )= 5(a,a™t) a(a,a™t) + ¢(a,a™?) 0 . N ¢
_ 0 0 ala,at) ) Notemos que omitimos los corchetes del lado derecho de la ecuacién para una mejor = -

apreciacién, y asi se hard en adelante. Si agrupamos términos obtenemos lo siguiente:

La manera en que surgié esta matriz la explicaremos al final de la seccién.,




M(DT)(a,a
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DT, H DT, E: 00, +(0p 4B 4By, B (B, 8 48y B,)

oy 4B 8, +01@ T ) NG (0 2 #8182+ 0y +y,)
‘ ) :

SR

+d ((5152 +'X.1‘#2) Bl +_(5152+%'K 2) G+ (Bt 2+%:82) X'F(SM""WIBZ)

. De acuerdo covnil‘a definicién de la matriz M (DT) tenemos.
M(DTl + DTQ)(CL, a_l) =

arotarXe+ 0+ x102+x1Xe  oifet+Biast+Bie+xif O
a100+0100+01 X2+ 1102 a0+t +01Be+rthe 0
0 0 010l

‘ '/31X2 +x102 Pife+xayz O
+d | §100+Yix2 1 +Yife 0],
: 0 0 0 '

basta ahora notar qué se cumple

| C (aB0\[(010)\/x b
M(DTi+DT3)(a,a™")=M(DTi)(a,a )M (DT;)(a,a” )+d | & 91 0 |[ 100 || 62 4520 |.
B . ‘ _ ' . 0 00/\000/\0 0O

Dado un diagrama de ovillo DT, le asignaremos las siguientes matrices:

1 1+iv3 1-iv/3.
b (D7) = (T I

donde M (DT) (z,y) es la matriz que se obtiene de evaluar en z y y las entradas de la matrlz
~1). Tenemos entonces el siguiente

My(DT) = M(DT)(\/E

Lema 3.2 Dados los diagramas de ovillos DTy y DT, se 'tz'ene:
Ml(DTl + DT2) = M]_ (DT]_)Ml(DTz)

Demostracidn.- Notemos que si a=+/5= lj-' entonces d = —(a2 +a72) =0; de aquf que,
por el lema anterior, tenemos el resultado deseado.l

Veamos ahora cémo surgi6 la matriz (3). Recordemos que dado un ovillo 7, se tiene
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<T>= a(d, a~H< @ >+8(a,at)< @ >+6(a,a7t)< @ >
+x(a,a7t) < @ > +ip(a,a”t) < @> .

Si evaluamos a.= /i (con lo cual d = 0 y, por ejemplo, < N(&) >= 0) se tiene QUe
SAM)>=8, <BI)>=a+y, <O)>=a+x, <D(T)>=8,

donde A(T)A B(T),C(M)y D(T) son como antes pero sin orientaciones. En a,nalogla con la
matriz Mv(s) de la seccién anterior, a cada ovillo T se le puede asociar la matriz

Mom= (1% 0,)

con esta matriz se trabajé en un principio, pero conforme se fue avanzando en el trabajo
ésta se modificé para quedar como (3).

Una posible continuacién de este trabajo estaria orientado primero al estudio de los
cuartos con cuatro cuerdas'y a los 4-ovillos, después a tratar de generalizar a cualquier n.

4 Matrices asociadas

Recordemos que para la movida, tipo I de Reidemeistér tenemos

<@y
<@y

por lo anterior y dado que el polinomio corchete es un invariante bajo isotopia regular,
tenemos que si DT 2 DT, entonces

1+z\/_

M;(DTy) = (—V3)¥*My(DTy), My(DTy) = (- )3"M2(DT2) z€Z.

Dado que (1—“—‘/—_) = -1, resulta que la matriz M, es un 1nvar1ante de ovillos. Por el
momento trabajaremos solo con la matriz M;.
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Definimos en Mj,3(C) la siguiente relacién
A~ Ay A = (—V)¥4y,  2€L.

Es fécil ver que dicha relacién es de equivalencia, entonces dados los diagramas DT; y DT de
ovillos equivalentes, les corresponde la misma clase de equivalencia, [M;(DT1)] = [M1(DT3)].
De donde se desprende que la clase de equivalencia de la matriz [M;(DT)] es un invariante
de la clase del ovillo representado por el diagrama DT '

Ademas del lema 3.2 se sigue o
[My(DTy + DTn)] = [Ml(DTl)Ml(DTz)] = [Ml(DT1)][M1(DT2)]-

Ejemplo 4.1 Del eJemplo 1 obtenemos

. fi 20 ' 1z o0
0 0 4 | 0 0 1}
De manera similar obtenemos ' ' '
(100
Ml(@)=<0 1 0)
0 01 |
M >='<«%= Vi 0), My y=|vi & o,
\N0 0 Vi - 0 0 \/L;
\ Viiog 0 L Vio
Ml(@)z(o Vi 0>, Ml(@)= 0 L o0
0 0 Vi “\o 0 %

Definamos los didgramas trenza entera superior (inferior) con n-cruces, TES, (TEL,), de la
81gu1ente manera:

TES,;= @ -+, TES, =

4 MATRICES ASOCIADAS

,TES_,= @ , TES_,=

Tﬁxl = JTEI @ ., TEI, =

TR, =@ TEL = @
-8

donde n > 0 es un entero. Definamos TES, =TE, =TEI,.

TES_1=

Lema 4.1 Dada la notacién anterior, se cumple

O3
oo
- o
o =

- PA(TES,)] = [ } [My(TEL,)] = {0

Demostracidn.- Por el ejemplo anterior tenemos que

(Vi 0 0 100
[M\(TES)]=| 57 Vi 0}:{% 1 oJ,
0 001

1
AL 100
[M(TES.)]=|Vi & 0= 10].
0 0 < 001
Vi

Sea n > 0 un entero. Notemos que

n—veces ) n—veces
. A

O e

17

= O O
| DO |

TES, = TES; + ...+ TES;,

TES_, =TES_; +...+TES_,.
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Asi que por el lema 3.2

LD

Ml (TESn) = (

Mi(TES_,) =

-
ol o

de donde se sigue

[Ml (TESn)] =

O3 =
o= O

Ademis, del ejemplo anterior se sigue

1 0
[M,(TEo)] = [0 1
0 0

esto implica

0 0]
A[Ml(TESn)]zl. 1 0}, neZ.
0 1

De manera similar se prueba que

1oz
[M(TEL)=|0 1 0|, neczZ m
oo 1

Abusando de la notacién escribiremos de ahora en adelante M;(T) en lugar de [M1 (7).

5 Clasificacién de las trenzas

Notemos que una trenza no es otra cosa que la suma de trenzas enteras superiores e inferiores.

' TES,+TEIL p+TES,-+TEIL = _E}QCO\:C(_/\TX
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Definamos la notacién T'[as, a, . . ., a,] para representar al diagrama de una trenza de la

siguiente manera:

Si n es par, T[ay, . ., a,] = TESq, + TElL, +...+TEI,, = ] O/ M| W
‘ S . ' dat &n}-

Si n es impar T[dl, .+ 0p] = TES,, +TEl,, + ...+ TES,, = ] e T e 4

— |

Diremos que la representacién T'[ay,..,a,] del diagrama es estable, si cuando a; = 0,
ocurre una de las siguientes: .

1) air1 #0parai=1,2,...,n—1,
2) Sii # 1 entonces sg(a;—1) = —sg(aiy1)-
Donde sg : Z\{0} — {1, —1} es la funcidn signo de n definida por

1 sin>0
sg(n) =

-1 sin < 0.
Sea T'[ay,..., a,] un diagrama estable, definimos la longitud de Tlayy.. 'an], L(T[ay,... , Gn)),
como el subindice més grande de los a; : N ‘
L(T(ay,..,an]) =n.
De ahora én adelante trabajaremos dnicamente con diagramas estables.

A continuacién mostramos dos diagramas que son de vital importancia para el desarrollo

de este trabajo.
s h)
)'\1_ —T(1,1,1] = B, KK =rt1,1 =5
— j S—

Llamémosle trenza base a una trenza que tiene un diagrama DA que es alternante, esto
es, que al recorrer cualquier cuerda del diagrama, no encontramos dos pasos superiores o dos.
pasos inferiores consecutivos.

Ejemplo 5.1 Tenemos que la trenza T'[3, 2,1, -2, 3] es una trenza base

D000 \;J,mo{‘

e e

Observemos tambiés que E, y E_ no son alternantes.




=4
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- Afirmamos que dada una trenza T, ésta es equivalente a una trenza obtenida de la suma,
de un diagrama alternante y kE, k € Z, donde

k-veces

| Bt 4B, sik>0
kE = (—k)-veces

E_+.+E_ sik<0
TE, si k=0.

Lema 5.1 Sea T una trenza, entonces
T=DA+EKE

donde DA es un dz'agrama alternante.

Demostracién.-Por induccién sobre la longitud del diagrama estable T7a,,..., a,).

L(Ta1, as,..,a,)) = n,

Cuando n = 1 claramente se cumple. Cuando n = 2, si en Tay, ay) se tiene que a; = 0,
se cumple claramente que el diagrama es alternante; como el diagrama es estable ambos son
distintos de 0 y si el diagrama no es alternante entonces a; y a, son de igual signo; aqui
desarrollaremos el caso ay, ay > 0, el caso a1, az < 0 es similar.

Notemos en primer lugar que en el caso de una trenza entera superior o inferior se tiene

SSTE P = {EF = ST PSs
FSAEPCX = TRF = 05dE 5

de esto se sigue que

b - 'gl-lwaz-l 00X = Jar b

donde si a; = 1 entonces el diagrama Tla; — 1,—1] es alternante; si ay > 1 el diagrama
Ta; —1,—1,a; — 1] es alternante. Esto da la idea de como se prueba el lema.
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Supongamoslo cierto para n — 1 y veamos que sucede para 7. Supor;x’gamos n impar (el
caso n par se trata de manera similar) entonces, por hipétesis de induccién.

et JpallkeHEf

Supongamos que k es par (el caso k impar se trata de manera similar), se ve ficilmente
que

kE

IR

1Dal kE H@al ipgjﬁn

Si tenemos que el diagrama

DA |

es alternante acabamos; si el diagrama no es alternante (en particular se tendria que DA #
TE,), tenemos uno de los siguientes dos casos, para analizarlo supongamos ay, > 0 (el caso
an < 0 se trata de manera similar).

) Ipadd.l = pafePOd.]
2) E Dﬁ_ﬂ'n n = :DA'i:&'z },——'{Gn'lz'

: ' , r_ .
Si|a'|>|an | en el caso (1) entonces acabamos, lo mismo ocurre en el caso DA’ = T Fy; en
caso contrario nos queda el diagrama

1pa PG -1

el cual no es alternante; tenemos asf que

Dgl’lan‘a‘-y _  patNaxa-t

L1 -1

- con DA* diagrama alternante. Y por lo tanto tenemos

1%

b ' ‘ # - ’
DARA WGl = E/ O
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Donde se tiene que el diagrama

es alternante. Asi que

En el caso 2) se tiene

3 /' ~ DAV Hw)E

LI
1R
=
e

'

PPl Iﬂ J:’ = a,"l ‘an-li::’\
Dondé |
1PA g

es un diagrama alternante. Y de esta manera tenemos

=
S
i
5‘
é
R
IUI
=
g
[=]
| |
&
1R

(ke DDE}

Los dem4s casos se prueban de manera similar.l

El anterior lema es de gran utilidad pues nos describe una forma estdndar de una trenza.

5.1 La matriz M, asociada a una trenza

Veamos ahora cémo es la matriz M; asociada a la trenza TYa,..,a,], veamos antes un

. ejemplo.

Por el lema 4.1 y por el lema 3.2 tenemos que

1 00|f1 F#o][1 00][1 20
My(T[4,-2,1,2]))= % 10([0 1 O -}‘1 0f{o 104,
' 10 01j]0 0 1}|0 01f{0 01
y en genefal se tiene que, para n par
1 0 0 1% 0 1% 0
Ml(T[al,...,an])= %-L 1 0 01 0 ...10 1 0f.
_ 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Para n impar

‘ MI(T[al,..-,an]) =

o~|§3|—-
o= o
-0 O
OO =
o =8
O O
o=ff =
o= o
- o O

Nos gustaria tener una forma ficil de calcular estos productos de matrices y, para ello,

daremos antes ciertas definiciones:

Dados enteros ai, as, ..., a, definimos
Nla]=a; , Dlay]=1
Nlai, a2] = aaN[a1] +1 Dlay, a] = a2Dl[a4]
Nlay, as, a3] = asN(ay, as] + N{a1] Dlay, az, as] = azDlay, as] + Dlay].

~ Si definimos N[a_;] = 0,D[a_4] = 1, N [as] = 1,Dlag] = 0 tenemos las férmulas de
recurrencia

Nlay,az,...,a,] = anNla1, a2, ..., an_1] + Nlay, as, corOnog, M 21,
' Dlai,a9,...,a,) = anD[al,d2, «++38n—1] + Diay, @y, - cyGp—a), n>1

Notemos también que

Y en general

Definimos

1=oo, ooi-a=oo=oo+a — =0 a‘ﬁez,_ a #0.
0 : s} .

A [ay,..., @] se le llama fraccidn continua y se le llamarg fraccién continua estricta, si cuando
“a; # 0 entonces sg(a;) = sg(aj41) paraj =1,...,n—1,si a; = 0 entonces sg(a;) = s9(aj+1)
" paraj=2...,n—1 '
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. L - nDAn_1+ DA,y DA, 1 0 DA, DA, 0\
Antes de continuar, daremos algunas notaciones ttiles. ' : = | auNA,1 + NA, s NA, ,0 | = | NAy NAn1 0 | .
B A, =ay,..,a4) Aplr,s] =l[a1y a0+ 1,5 0 : 0 1 0 0 1
| : El caso n par se prueba de manera similar. Esto demuestra el lema.l
A =[%,.., %], iAnfr,s] =[%,.,% +1,4], o nparsep

| ' o - El lema anterior nos da la clave para determinar M; (T A,).

! . -

: Ay =[ons €00, s = [a., (1) | _
j n @1, 1) an], Aulr, 5] [@1,-, 1) an + 1, ), Lema 5.3 Sea T A, un diagrama estable, entonces ' o

’ A a — n+1an ) a —1)*T g, ‘ 1 1 f‘

1‘ \ A =%, .(v l)i——]> iAplrys] = [%,..., ( 1)i+1 n f,f , | , | D;A, D;A,_; 0 DA, :ilDAn-—l 0 ‘
- por lo cual tenemos que o . : Paran impar  My(TAz) = | Nidn NiAn1 0| = | LNA, NA,,; 0 |
i ‘ : : NA ‘ 0 0 17 0 0 1 ‘3
| l‘ ) NAn = anNAn"l + NAn-2, DAn = a/n.DAn,—-l + DAn_z? DA: = An. | Di-An—l D',,An O . -DAn—l _:_J__DAn 0 M
; Ahora estamos en posibilidad de dar el siguiente ‘ ' , | {Dara n par Mi(T4,) = | N, i‘g”“l N, "OA” (1) = %N 61"—1 N 64n (1) 4

s

- Lema 5.2 Sean ay,a,...,a, € C entonces tenemos que ‘ : ‘ a
Demostracion.-Las primeras igualdades se siguen de el lema 5.2 y el lema 4.1. Las otras

(e T

100\ /[/1a0 100 DA, DA, ;0 ‘ 4 i igualdades se probardn por induccién sobre n. Para n = 1 tenemos que “N‘
St n es impar 0110)1010}..4a,10 | =|NA, NA, ;0. | : , ' h
) . 001/\oo01 001 0 0 1) b ' 100 Dla1] 5Dlao] 0 )
m o o ‘ g . , : | % 10| =|iN[a] Nla)0f. - ' A
¥ | 100\ /lay0 1a,0 DA,_1 DA, 0 \ - 001 ) 0 1 : '
| Sin es par ¢110]1010]..1010]=[NA,_; NA,0|. I : ' ' _ . : .
| | S (0 01)(0 0 1) (0 0 1) ( 0 0 “1) C v Para k = 2 tenemos que ' ‘
" ‘ ' : f)
‘ | Demostracion.- PQr‘induccién sobre n. Paran =1 tene‘mos'que ) ,‘“ 1001l1 gf_ ol T1 a2 0 D[ai] _-;1_ Dla1, —as] 0 DA, _71 DA, 0 h
} ‘ . 100 D[al] D[ao] 0 ‘ Eil_ 10 010(= %L —a102+ 10 |= %N[al] N[al, —“CLQ] 0= -}NA]_ Nfiz 0 \
: 610 | = | Na] Nag] O) - 0011{001 0 0 1 0o 0 1 0 0 1 |
! 001 0 0 1

! Supongédmoslo cierto para n — 1 y veamos qué pasa para n; supongamos que n es impar,
L Para n = 2 tenemos que ‘ o ‘ entonces, como n —1 es par tenemos que

B | 100\ (14,0 I e 0 Dla1] Dlar, as] 0 100][120 100 DAn» 3tDA,,07[1 00 | | ‘
| 4,10 010] =0 aa+10)|={ Na] Nar a0 | . $10|{010f..[210|=|INA4,, NA,, 0||% 10 | ‘
| 001/ \oo1/ \o o 1 00 1 001]{001] [o00L 0 . 0 - 1]JL001

Supongdmoslo cierto para n — 1 y veamos qué pasa para n; supongamos que 7 es impar, l: anDA,_1 + DA, —TIDAn——l 0}

entonces, como n — 1 es par y por hipdtesis de induccién, tenemos , ' L= %anN An_l + N fin_g NA, : 0

DA, DA, ;0 ‘{
INA, NA,. o}, |

001 001 001

100\ (1450 100 DAn—s DA, 0\ (100 B o 0 0 1 0 0 1 i
a1 10 010])...1anl0|=|NA, 2 NA, ;0 a, 10 - esta tltima igualdad es cierta ya que a, = (—1)"*'a, si n impar. | !

001

0 0 1
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F(T[4,-3,2,1,2,1,2,1,1))

El caso n par se prueba de manera similar. Esto demuestra el lema.l , 4 A
={1[4,3,2,-1,2,-1,2, -1, 1],4[4,3,2,-1,2,-1,2, -1]} = {118 111

Notemos que dado el diagrama T de un ovillo, se tiene la clase de equivalencia L 2574 ) ‘
: : - 0s siguientes esquemas muestran que T[4, 3 2,1,1 T[4,-2,1,2 as |

a+x B 0 T[4,-3,2,1,1]#T[4,-3,2,1,2,1,2,1,1]. I= [ by asuver que |

M 1 (T) = 5 o + '(b 0 - . |

o0 SO00C 0 2> » = 2000040 W o

Definamos la funcién _ 5 ' Lo - | T r\"-. : ‘
F(T) ={—— "5 ~2,1,2] - |

' isotopias que dejan fija la frontera del ovillo T' (aunque en reahdad cualquier coc1ente de las
‘\ ‘ entradas de la matriz Ml(T) loes). B | . T(4,-3,2,1,1] | Tl4,-3,2,1,2,1,2,1,1]

1l | | }

! a+x B . ‘

| Not F esté bien definid lo tanto, F(T) es un invariante de T bajo | mw_ \’,\3\/ ‘ - ’
l | | otemos que F estd bien definida y, por lo tan (T) es un invariante de :‘C"Cf/ (\-}C/-, \/J # ,.J (—\ | : i

Ejemplo 5.2 Del lema 4.1 se deducen las siguientes igualdades - - :
“R : ' ' ‘ Asf que b

1 1
F(T[0,2]) = {0, 3}, F(T[0,m))={0, 7},
. i i T14,-2,1,2]=T[4,3,1]+E, T[4,-3,2,1,2,1,2,1,1] =T[4,3,1] + 3E,

I o - F(T[2]) = {2,00}, F(T[n]) = %,oo} _ Ejemplo 5.4 Tenemos que para la trenza
- o | | T[3,-2,1,-2,3]= ﬁ\ﬁj J}OC‘&

i ~Asi, tenemos el siguiente

_ © se tiene que
Teorema 5.1 Para n par tenemos

5 : @1 Gno1, (G Gn -
i - -F(TAn) = {[-z—l,, =3 [_2_1, ) "Z—]} = {idn-1, An}-

1

F(T(3,~2,1,~2,3]) = {22, lﬁ} { [3,2,1,2,3],- [3 2,1,2]}. | ‘\

127 4

Para n impar tenemos - C , ' S |
. I

F(TAn) — {[9_1_, , _a;r_z_] [0,.1. an— ]} {zAnn An_l} . 6 El Invarlante F(T). . : | _‘ )

| _ i it

Lema 6.1 Sean Ti, T, trenzas base, tenemos que

| |

Demostracidn.- Se sigue del lema 5.3.H . _ S - | , - _ | [
Notemos que 2T < F(T) = F(T). ﬂ [‘
| |

A En particular se tiene : : ‘
' 12T < Mi(TYy) = My(T>). o
Ejemplo 5.3 Tenemos que (7 {(T2) . : JJ

_ {1 1 o= (113 117 ' | |
F(T[4,-2,1,2)) {i[4’ 2,1], i[4’ 2,1,-2]} 137i4D : un diagrama alternante de la trenza base 1.

Demostracion.- Claramente si T} 22 T} entonces F(Tl) = F(T3). Sea Tlay,.., an] = TA, 1 ‘
F(T[4,-3,2,1,1))={}[4,3,2,-1,1], }[4,3,2, -1} ={33, 1%}, !
‘ ' \
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Si n es impar y, dado que T'Ay, es alternante, a; # 0 para i > 1; si a; = 0 se tiene que
sg(a;) # 59(ass1), con 1 < i < m; si a; # 0 entonces sg(a;) # sg(ai+1), con 1 < i < m.

Por el teorema 5.1 se tiene
' 1 n 1 . \n
F(T{ox,...,0a)) = {=[o1,., 1) )y “lor,.., (1) anal},

donde [a3,..., (—1)n+1 an) es una fraccién continua estricta. Supongamos}que
n+1 p . n pl
[al,..- ’ (—1) arn] = —q—, [a:]_,,(_].) a,n_]_] p— E’

Recordemos, [14,pag 327], que un niimero racional puede tener a lo més dos expansiones
en fraccién continua estricta : ,,

(b1, bya) = [B1per b £ 1, F1],

donde tnicamente el primer término de cada expansién puede tomar el valor de 0. Asf
que las fracciones [b1,...,bm) ¥ [b1,.,bm-1] determinan de manera inica la expansién de
fraccién continua [by,... , by]. De igual manera, las fracciones [B1yer s b £ 1, F1] ¥ [b1e s b £1]
determinan de manera tnica la expansién [by,... , b £ 1, F1]. '

. . . N . / v 7 . ey
Por lo anterior se tiene que las fracciones g y % determinan de manera Gnica una expansion
en fraccién continua estricta, a saber

[(11, ad ¢ PIRR (_1)n+&n].

Asf{ que si una trenza base 15 tiene asociado la pareja ordenada de fracciones

1p 1p
iqg ig”’
utilizando el razonamiento anterior se tiene que
~ n+l ~ i
T2 = T[al, =02y ..y (—1) an] = Tl-

de esto se sigue que una trenza base tiene asociado un tnico diagrama alternante.

Por otro lado, claramente si T} = T, entonces M,(Ty) = M;(T»). Por otra parte, si
My (Ty) = My(Ty), esto implica que F(T1) = F(T3) y, del resultado anterior, se sigue que
T, =T, (el caso n par es similar). B

El lema anterior nos indica que dado un par de niimeros racionales que provengan de una

trenza base, podemos construir el diagrama alternante asociado a la trenza base, simplemente
desarrollando la expansién en fraccién continua estricta asociada a la pareja de nimeros

racionales dados.

_se tiene que

6 EL INVARIANTE F(T).

Ejemplo 6.1 Sea T una trenza base tal que
191 127
FT)={-—=,-—
| ) 1271 8 b
para obtener el diagrama alternante de la trenza base procedemos de la siguiente manera.
Puesto que
91 27 ‘
E.z [3’ 2’ 17 2a 3] = [37 2, 17 27 27 1]) §= [3’ 27 17 2] = [37 2a 17 17 1]7

y recordando. que estas expansiones estdn relacionadas como la pareja ordenada
l 1 . . . .
{ila1, s an], $laz,..,@n1]} s es impar,
. . S :
{7la1,.., Gn-1], [01,.., @]} sin es par,

tenemos por conclugién que la expansién buscada es [3, 2,1,2, 3] y, por lo tanto, la trenza
buscada tiene por dlagrama alternante T3, —2, 1, -2, 3]; de aqui se tiene que

~ D00 X .
T = ﬁb’\fhbo/m

Investiguemos ahora cémo es M, (kE).

E= E =TIL1,1], ~E= _\J{? =T[-1,-1,-1],

Como

A

[

~[1o00] [130][100 03;0
M(Ey=|1310{]|010 10| = 200
001j|001] (001 001
De estos cilculos obtenemos que
1

F(B) = {5, 7} = {00,0} = {311, -1, 1, 31, 1]},

i
lo que se puede interpretar como |

. .
1,-1,1] =1+ T =1+

1 —l+oo=oc0, [L-l=1+—=0.

Ol =

—ita \ -1

— . _ ‘ dﬁ'
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\\ De 1 imil £ g ' : D[31231,273] —%D[3727172] 0
e manera similar se tiene . : M;(T'[3,-2,1,-2,3]+4kE) = 1N[3,2,1,2,3] N[3,2,1,2] 0}.

F(-B) = (3,2 = {o0,0} = (31,1, -1, 1.1} 0 01

| Nétese que ninguna de estas cuatro matrices son equivalentes. De las matrices anteriores
Haciendo algunos cdlculos obtenemos las matrices obtenemos . . _ o _
) F T - —_ = { - — . i
Zoo0|, [0-10|, (500, (010}, - , ' 1 1 |
0 01 0 01 0 01 001 o F(T13,-2,1,~2,3] + B) = {3[3,2,1,2}, 2[3,2,1,2, 3]} A |
o , _ Similarment ti S : ' 4 ‘
3 para Mi(—E), My(2E), M,(3E) y M,(4E), respectivamente, de donde se desprende que . | TLe se tiene |
I | } | | - -D[3,2,1,2] —1D[3,2,1,2,3] 0
‘ - My(E) = My((4k + 1)E), M, (2E) = My((4k + 2)E), ‘ Mi(T[3,~2,1,-2,3] -E) = | -1N[3,2,1,2] N[3,2,1,2,3] 0],
‘ : ‘ o 0 0 1 )
M,(3E) = M;((4k + 3)E), M, (4E) = M,((4k)E), kelZ S "
i _ ¥, por lo tanto,
“ § en particular se tiene que para un ovillo ' : S : ‘ ‘ ) . _
o S | S F(T[3,-2,1,-2,3] - E) = {=[3,2,1,2], =
o My(T+1E)=My(T+mE) & l=m (mod4) | | (Tl |- B) = {;(3,2,1,2,-3,2,1,2,3]}
Uj‘ ’ ' . : . ‘ .
Veamos el efecto que tiene en M, el sumar la trenza kE a una trenza base. ‘ : . :
BH’ | El ejemplo anterior muestra un caso particular del siguiente .
i Ejemplo 6.2 Tenemos que ‘ , . L 6o ,S’ . » , o |
My (T[3,~2,1,~2, 3}+(4k+1)E) = M; (T[3,~2, 1,2, 3)) My (4k E) My (E) '  loma 6.2 Sea T una trenza tal que F(T) = {1f1, 1a}. Entonces se tiene que i
D[3,=2,1, =2 3] D[3,=2,1 =2 00 L 0 S - DFET+nB)={3fi, 1}  sin espor, P
I = N[%, %, %’ %, %] N[%, %, %,:z-?-] 0{|300 2) F(T +nE) = {1f,, L} sin es impar. ' ‘
111001 B , | _ . |
A v - | Demostracion.- Supongamos que ‘ ' ‘ : !
J;‘ | | D[3,2,1,2,3] ~1D[3,2,1,2]07[0 30 D[3,2,1,2] 1D[3,2,1,2,3] 0 - | Loy g ,
I =|1N[3,2,1,2,3] N[3,2,1,2] 0||i00(|=]|3N[3,2,1,2] -N[3,2,1,2,3] 0 |- - _ N
l: i : : : _ M(T)= |3 d 0],
| 0 0 11{001 0o - -0 1 _ | 5 “
ﬁ ‘ y | 0 0 1 |
‘ De manera similar se tienen las matrices " entonces , : | ‘
| | _D[3,2,1,2,3] 1D[3,2,1,9 07 | F(T) = (1€ 14 | ]
| Mi(T[3,-2,1,-2, 3]+ (4k+2)E) = | 5LN[3,2,1,2,3] -N[3,2,1,2] 0 |, Do st so o ia’ib \\
_ | 0 0 1 e aqui se sigue que |
| . | =L L L .
| ‘ —-D[3,2,1,2] 51D[3,2,1,2,3] 0 ‘ VAT 4 B — a3 b 0 01 +; 0 +b +la 0 _ :
M(T[3,-2,1,-2, 3]+ (4k+3)E) = | =1N[3,2,1,2] N[3,2,1,2,3] 0 | T£B)= 3¢ d 0lf£} 0 0|=|+ld Fc o0f. S
1( [ 3T Ly LT 4 - i (7) y 4y ’ 6 3 4y ] ’ ) ) 0 0 1 0 0 1 0 0 1 » {
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Asi que tenemos

F(TLE)= lé le

ibia

Asf que el efecto que tiene en F(T) el sumar +F a la trenza T es el intercambio entre las
fracciones de F(T).

Si-a la trenza T & E le sumamos nuevamente +F obtenemos que F(T) = F(T + 2E).

En general tenemos
F(T)=F(T + 2nE) . n € Z,
de donde se desprende que

F(T +E)=F(T + (2n+1)E) neZm

Asf que nuestro invariante F' no distingue entre una trenza T y la trenza T + 2nFE.

Observemos que, por el lema 5.1, dada una trenza T se tiene
T~ DA+kE,
donde DA es un diagraina’ alternante; sﬁpongamos que
DA =Tlby,.., 1) b,

con [b1,..., by,] una fraccién continua estricta; si suponemos que

Py, b)) = G i)
entonces

. {3f1,3f2} sikespar
F(T)=

{3f2,1f2} sik esimpar

Como anteriormente se examiné, de f; y fo se puede recuperar la expansién umca
[b1,-- , bm] ¥ de aqui la trenza base DA.

Es por esto que para el caso de trenzas, F(T) determina la Unica trenza base DA asoc1ada
aT.

De este razonamiento tenemos el siguiente
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Lema 6.3 Sean T, y T, trenzas,
1) Si F(Ty) = F(Tz) = {3 f1, : f2} entonces T1 T, + 2kE, k € Z.
2) Si F(T1) = {}f1, 3 fo} y F(T2) = {}fo, 11} entonces
L2T+(k+1)E, kel

Demaostracién, - Primero probaremos (2) suponiendo 01erto (1) y luego probaremos que
asi es.

Por el lema 6.2 tenemos que .
o 1,1
F(T2 + E) = {','i'fla '{fZ}’
usando (1) se deduce que

1= (Ta+E)+2kE =T+ (2k+ 1)E, ke,

- obteniendo el resultado deseado.

Para probar (1) notemos que como F(T7) = F(T3) y, por la observacién anterior, tenemos
que de F(T;) podemos récuperara una tnica expansién de fraccién continua estricta, la cual
esta asociada a un dlagrama alternante DA, entonces '

T 2 DA+ kE ~ DA+ sz
si F(DA) = {341, 192} entonces
( ) ' {391,192} siky es par
F(T}) =
{192,291} siky es impar
F(Ty) {"1-'917 %92} si ky es par
T2 = '
{%92, %91} si ko es impar
como F(Ty) = F(T3), entonces tanto k; como k; son ambos pares o ambos impares, de donde
se sigue que ,

T\ 2 DA+ kE = DA+ kE+ (ki —k)E =Ty + (ky — ko) ER

donde (k; — k2) es par.




6 EL INVARIANTE F(T). o 34

6.1 El invariante M,

' Recordemos la definicién de la matriz M, asociada a un diagrama de ovillo DT

14 zf 1-4/3 )
2

habiamos demostrado que M, es invariante de ovillos. En esta seccién veremos que

My(DT) = M(DT)(

Mg(T -+ T'E) = M2(T + SE) < Tr=Ss,

y, usando este hecho, concluiremos que las matrices M, y M, distinguen completamente las
trenzas. : :

' ) —_ 3 . v =y . .
Por el momento Ilamaremos a= 1+“/_ yal= L;i Usando la definicién de polinomio
corchete tenemos que :

' <E>—'Q V—\+a‘1R :"\—\_X+a'1%‘ |
i:a[a:w*’\,_ﬂ\_\- +a‘§& ] +a71 % =ag£{ + B—El‘“a_l%'
=a[a-"‘v“"- +a_1D(] +a” 1%

+aj C ﬁ\+a1%

"=a3—-—+aj C [a’_’jC-{-a’lv_a_] o™l %
+aj ( +a5_E+a‘1¥ +a‘1%

Recordemos que a3 = —1, entonces esto queda

> Gyl [\ /&]

De manera similar se tiene que

|°°|

- — +a

nE= (-1 — +(sg(n)l2lU(a=" —
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s BN = ) S NG ]

‘Sea z € Rt, con R* el conjunto de los niimeros reales no negativos, definimos la funcidn

entero minimo L 1: RT — Z* por lzl = m, donde m € Z™ es el mayor entero no negativo tal
que m < z. '

Lema 6.4 Sea n € Z entonces

X

Bl

Demostracion.- Pr1mero usaremos induccidn para los enteros positivos.

a)(~ 1)n+2('"' *“'J)assv(n) P (4

+(sg(n)L|’2‘—|J(a'1. —a)(-1)" + 2(1_1 LL_U —sq(n))

Paran =1 el lema se cumple Supongamos que se cumple para n y veamos qué pasa
paran+ 1.

< (n+'1)IE> = {@tE L = {nE _X_Lx |

Por hipétesis de induccién se tiene

;‘(—1)7‘3% Hog(l g™~ a) (=1 +2('g ~Lglhao) [3 C\_+@]
+(sgmME - a)(— 1y (1l — Ll eso) )\Cl\’“f /&’{_}u]

= XX gttt - a2 - e [ NG /]

‘+(sg(n)L];‘—'J(a‘1—a)(~1)"+1+2(’—2"—|—LJ%'J)a‘Sgﬁn)) ) C+

<[\ Vb

)C]

=(—1)n[—: ta

AS¥
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+(sg(n)Llzli(a?

— a)(~1)" + 2(1g] — lalgest) [\C+ D/C-]

1 )( 1)n+1+2(_|__LJ_[_| sg(n [j C+j C]

‘*>[\C+3/d

vra) by c]

+(s§(n)l.'—’5—‘.l(a‘

=(5UM4:::

(g1 )12~ e+

+(sg(n)L@J(a‘1—a)(—1)"+1+2(u L_Jj)a—sy(n)+

Supongamos que n es par; en este caso

Llnl.I=L|n+1|;I

por esto tenemos que

— (C1) i (sgp DB @) (1)l — Ll’%”J)dsg(f‘)) [N+ %]

J C+j—a

+(sg+ 1)Ll (@ @) (— 1) +2( 2 — Ll gsate))

lo cual prueba el resultado. El caso n impar se prueba de manera anéloga.
El mismo procedimiento se desarrolla al suponer n negativo.l

Veamos ahora cémo es la matriz asociada a T + nkFE.

)

Lema 6.5 Sea T un_om’llo con |

M,(T)

o n 8
oORw
Q oo
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entonces |
([ [z y 0 b p O ‘
zwl0 ] —-alp b 0 sim es par,
00« ‘\0 0 O
My(T +nE) = ¢
y =z 0 (b p O
w z 0 J—alp b 0 st m es impar,
[ \0 0 —a 0 0 0
donde o , o .
b= sg(n)LmJ(a‘1 —a)(-1)" + Q(L_l Ll_n_l_]) sg(n)
. 2 2 2 )
n= L.I.ﬂj -1 _ n+l '___l J___l —sg(n)
p=sg(n)lo=la™" - a)(-1) +2( 5 5J)a

Demostracién.- Por el lema anterior se sigue que

| | (-1)*+p b 0
My(nE) = ( b (-1)*+p 0 ) ,
, o\ (=1)"

0 0 .

asi que

(=D (@+y)(p+d
= -(_1)nz+(z+0w)(p+b)—ap (=1)rw
| 0

o ry0 T+y z4+y 0
=(=D)"| zw0 | +0+p) | z+w 24+w 0 | —c
00« 0 0 -0

Notemos que b +p= 2( In| _ —U) asi que tenemos

b+p= {O

si m es par

1 sinesimpar

' S zy 0\ /(-1)+p b 0 z—a y 0
. My(T+nE)=| 2w 0 b (-I)™p 0 + 2z w-a0
o T \ooa 0 0 (<1*/. \ 0o 0 0

)—ab (=1)"y+ (z+y)(p+b) —
+ (z4w)(p+b) —

b

p
0

ab

(=1

) |

p
b

0

)

010\ /pbo
100 {bp0
000/\000

0

0

0
0
0

) |

|
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usando este resultado en la tltima igualdad se sigue la afirmacién. B

Sea T' € B3, supongamos que para n, ng € Z se tiene que

(62) MQ(T+7’L1E)=M2(T+’I?,2E),

en particular se tiene (M (T +m1E))ss = (Ma(T +n2E))s3, donde (A)ss es la entrada (3,3)-

de la matriz A. Del lema 6.5 se desprende que tanto n; como 1z son ambos pares o ambos
impares (ya que en el caso de una trenza T, (M5(T))ss # 0); notemos que por lo desarrollado

anteriormente y tomando en cuenta que a = 1“‘/_ yal= 1= “/g se tiene que si n es par

entonces b = 2(—V/3i) y p = 2(+/3i); para n 1mpar tenemos b = 1+m‘/— yp=1 m‘/— Como
se cumple 6.2 entonces (MQ(T+n1E))11 =(My(T+n2E))1, st suponemos que ng y nq ambos
son pares debemos de tener que

2L(—Ei) = 2(-V3)

Pero esto implica que n; = ny. En el caso ambos impares debemos de tener

1+ miv/3 _ 1+ ngiv/3
2 2 |
Donde de igual manera esto implica que n; = ny. Asi que hemos probado el siguiente

Lema 6.6 Dada la trenza T, tenemos
| My(T + nm E) = My (T + noE) & n; = na.
Ahora estamos en posicién.de probar el siguiente teorema.
Teorema 6.1 Dadas dos trenzas Ty y Ty, tenemos
12T M) =M(T) y M(Th)= Mz(T2)-‘

Demostracidn.-Claramente se cumple la primera implicacién; veamos ahora la otra im-
plicacién. Como las trenzas 17 y T, satisfacen M1(T1) = M;(T3) se tiene que

F(T) = {fi, 72} = F(T);

por el lema 6.3 tenemos que

T = DA +kE, <~ T,=2DA+ k‘gE

donde DA es el diagrama de la trenza base asociada a fy y fo; falta ver que k; = ky. Para
esto notemos que por hipétesis My (T1) = M>(T3) y, por el lema 6.6, tenemos que

MQ(DA + klE) = Mz(DA + sz) < kl = kz.

Esto muestra el resultado deseado.l
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7 Los 2-0villos Generalizados.

Notemos que si tenemos un 2-ovillo racional T' € T2\{Tw}, donde T, es como en la siguiente

figura, automaticamente podemos generar un nuevo 3-ovillo, al cual llamaremos ovillo gene-

ralizado, de la siguiente manera:
llamaremos a T owillo genemlzzado superior de T y a Ty ovillo generalzzado inferior de T,

T, T ‘ T¢
denotaremos por T® al conjunto de todos los ovillos generallzados superiores, por Tg al
conjunto de todos los ovillos generalizados inferiores y sea TG = T®¢ U Tg.

Kaufmann [8] prueba que el polinomio corchete evaluado en V1, clasifica completamente
a los 2-ovillos racionales. Del articulo se desprende que, al aplicar el polinomio corchete a la

familia TG, ésta es clasificada por las matrices M; y M>, aunque en este caso, la familia TG
se puede clasificar inicamente con M;.

Notemos que dado el 2-ovillo T' obtenemos los ovillos 79 y T}, para los cuales

<T9>= a<@>+&<@ <Tg>;a<@>+ﬂ<@>

donde ﬁ d. ASl que
Ml (Tg-) =

(07
Ml (Tg) - 6
‘ 0

oQ O
Q OO
oo
OR ™
Q oo

L F@)={Le),  F@)=(05)
donde £ es la fraccién asociada a T.
Teorerha 7.1 Sedn 11, Tz €B; U ’JI‘(G entonces
T & T2 = Mi(Th)=M(Tz) y M(Th) = My(T3).
Démostrdcz’o’n.— La primera implicacién en clara. Notemos que si

a1 + X1 Jos) 0 a2 + X2 B2 0
Ml(Tl) = o1 Qs + 'lﬁl 0] = 52 oo + ’(/12 0| =M (Tg)
0 0 oy 0 0 o)
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entonces tenemos que | a; |=| @2 | Si| a1 |= 1, estamos en el caso en que Ty y Iz son
trenzas, en cuyo caso ya tenemos la clasificacién; si | ou |# 1 tenemos que las matrices M
son distintas del caso de las matrices de una trenza y, por lo tanto, Ty, T € TG y en este
caso también se tiene la clasificacién.l ' -

As{ que nuestras matrices clasifican a la unién de las familias B y TG.

7.1 La familia B; + TG

Veamos ahora el caso en que un ovillo tiene un diagrama que se puede ver como la suma de
un elemento T de la familia de trenzas base y un elemento T'g de la familia TG, por ejemplo,

supongamos Tg =2 Bycon Be T,

Notemos que en este caso podemos suponer que T = Tlay,..., (~1)"""a,), con'n impar y,
entonces, el diagrama es de la forma :

— _ Jat. =)
"T: B— Y Fin 'Gn—l-l__n_: B

Para referirnos a un diagrama de este tipo escribiremos lo siguiente

Tlor,.., 1) an 5]

donde % es la fraccién asociada a B y [a1,..,as] s una fraccién continua estricta. Pero,
;qué pasa con las matrices asociadas a la suma?.

En el caso del ovillo mostrado en la figura anterior'tenemos que

DA, =iDA,1 0 " Ja B O
Ml(T)= %NA,L NAn_l 0t, Ml(Bg)= 0 a O
0 0 1 0 0 a

Si B, no es una trenza entonces | & |# 1 y como

DA, DA, 10][aB 0] [ aDA, BDA,+FaDAxy O

(7.3) My(T+Bg)=|INA, NA., 0[|000|=|1aNA, }BNA,+aNAwy O,
| 10 0o 1[00e 0o o

a |

40

aT.

comun divisor
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tenemos

1 18N A, +aNA,_, }

- ={= 1, 12NA,+NA,-
F(T+Bg)—{Z—[al,...,an],ﬂDA +=aDA, , { A ai’ - n 1}
n i n—

i""iZDA, + DA, ,

(not.ese que la primera fraccién corresponde a la fraccién continua estricta asociada a T').
Haciendo los cdlculos se sigue que |

F(T+ Bg) = {%[al,... ,an], %[al,...,an, Zlﬂ_’l]} .

Nuevamente vemos que si | a|=1, estamos en el caso de una trenza.

Pa;a el caso de una trenza base T" #_T[bl,;.. ,(=1)™ b, con m par, y BY se obtiene:

F(T"l‘ Bg) = {[bla ’ bm7 %]’ %[bl’ ’ bm]} ’

en este caso, la segunda fraccién es la que corresponde a la fraccién continua estricta asociada

Notemos que en el caso de T € B3 UTG, si ¢y = (Mi1(T))xi, se tiene que el maximo

med (e || en ) =1, med (e en|)=1.

Si Tyg € TG 10 es una trenza se tiene que (Mi(Tg))ss = a es tal que | a |# 1. Asi que,
haciendo un anélisis, se tiene que para 7'+ Tg, con T € B o

en el caso Tg € Tg, med (| ey |,] co1 ]) =| @ |# 1.

enelcaso Tg € T®, med (Jca|,] e ) = a|#]1,

esto demuestra que, dado T € B3 UTG U (B3 + TG), la matriz M; nos indica si T € B; UTG
o T € (B3 + TG). Més atin, de observar (M;(T))ss, notamos que si | a | 1, la matriz no
pertenece a una trenza y, si med (| ¢y || co1 |) =| @ |# 1 0 med (| ¢r2 |, | Co2 )=la|#1
tenemos que T' ¢ TG. Entonces la matriz M; distingue cuando estamos propiamente en

cada una de las familias de ovillos B; 4+ TG, B; o TG, donde propiamente significa que no
se esta en dos familias al mismo tiempo. ‘

La meta es probar el siguiente
Teorema 7.2 Sean T, e B3 UTG UB;3 + TG entonces |
T1 = T2 A= Ml(Tl) = Ml(TQ) Y Mz(Tl) = MQ(T2)

AL
il
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Veamos como‘ procederiamos.
Sea B € B; UTG U (B3 + TG) y sea

Ml(B) =

Q0 oo

/
”
0

o3

Tenemos que si | @ |=1 estamos en el caso de B € Bj, entonces con las matrices My (B) y

M,(B), B esta completamente determinada y, en particular, podemos recuperar un diagrama
asociado a B. Si{ a |# 1, entonces B € TG U (B; + TG) y, por la discusién anterior, si -

med (| C11 |a| C21 l) =1, mcd (| C12 |, | C22 |) =1

‘tenemos que B € TG y de igual manera las matrices M; (B) y M2(B), determinan B com-

pletamente y para recuperar un diagrama asociado al ovillo ya sabemos qué hacer. En el
caso en que las igualdades anteriores no se cumplen, tenemos que B € (B + TG).

;Seran las matrices M; y M, un invariante completo para la familia B3 + TG?. Esto es
‘equivalente a preguntarnos, jexistiran B, B' € (By + TG) con B ¥ B' tales que

My(B) = Mi(B) vy M(B) = My(B')?.
veremos que la reSpuesta es que dichas By B’ no existen. » .
Sea B € B; + TG, entonces B 2T+TgconTgeTG, TEDA+KEE€B;y DA esun

- diagrama alternante. Supongamos que Tg = T" con T’ € Ty, entonces

sikespar B=DA+kE+T9% DA+T"+kE,
si k esimpar B2 DA+kE+Tg= DA+T,+kE.

Supongamos también que

g ¢ 0}
M\B)=|p P 0
: 0 0 «
Sean ( 1)' 41 o b | (-1) +1b
p a1 -1)""ay, 2 p 1 —1)™" b >
e e PO S A =‘L An,‘ -—= Ty s T . ='L ?
q [i,,_.’ 7: ] q, [7’ 7 ] Bm

donde [ay,...,as] ¥ [b1,.., brm] SOD expansiones en fraccién continua estricta; notemos que no
necesariamente se tienen las igualdades

| Nifin l‘——l p |a l szin l:l q I:
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| NiBp |=|P'|, | DiBm|=|d|.

Por lo visto en el inicio de esta seccién y por la discusién posterior al lema 6.2, una de

l;.xs c.los fracc10.n(?s. continuas estrictas corresponde a DA, i.e. tenemos inicamente una de las
siguientes posibilidades

DA=TA,  DA=TA+1,71],

DATB,, DATB,[+1,¥l]
Asi que tenemos cuatro posibles soluciones para el ovillo B — kE, estas son
' Tlay,..., (1) ay : iz], .
Tla,..., (1) an £ 1, F1 : izy),
Tlby,..., (<1)" by : g,
T[byyey (1) by £ 1, F1 : i),
donde, para cada una de estas opciones, debemos de tener que las fracéionés asociadas deben

Byl . : - . :
Ser ¢ ¥ g» 0 sea, que las fracciones iz; = ;J%, J=1,2,3,4, deben cumplir:

1) (a1, 0] = i2, [av. , an, (—1)"*Liz,] = i

2) [ar,.,00 1,51 = 42, [a1,0-, @n £ 1, FL, (—1)"*2izy] = iZ

3) [Bye s b, (=)™ +izg] = i2, [b1,..., bm] = 1%

4) [bp...,bmi1,¢1,(—1)’"+2z'x4] =42, [biym, b £ 1,F1] =42,

Para encontrar z; debemos resolver el sistemas:

J
Zzil =ga; + 1 - =i:31NAn+a1NAn_1.
q . az + . IBIDAn + alDAn_l
0.+an:

Q)

Al resolver este sistema encontramos z; que cumple lo requerido; lo mismo ocurre en

_. los demds casos, asf que sélo hace falta ver que las matrices no son equivalentes entre si y
corroborar cual de todas las matrices que se obtienen es equivalente a la matriz original.

Veamos en un ejemplo como hacer este procedimiento.

ot
|

\\U:'T
h 1%

LT
al, ‘H\ il
1
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. ‘ : Las matrices asociadas a estos ovillos son .
' ' : ices asociadas son: _ ‘
Ejemplo 7.1 Supongamos que tenemos al ovillo B, cuyas matrice | | | % 9 0 B % 2% 0
9 9 0 ' ' Ml(Bl) =|-24 275' 0f, Ml(BQ) = |25 5 01,
(7.4) m(B)=|% 2 0|, MaB) | P Do
' 0 0 3] | | | | 827 0 23 0 ?
i i ~| g B - 8 3
queremos identificar a los ovillos B que tienen dichas matrices asociadas. : 8 | M (Bs) = 08 6 g , Mi(By) = 705 6 g : ‘
o med(|21,]9]) = 3, debemos tener que _ : 3 | }
Como | ¢33 |= 3, B no es una trenza y, COm (1% ' Ademds vemos que la igualdad M, (B;) = M;(B;) sélo se cumple cuando i = j, mientras que
BeB;+ TG. Notemos que . - M;(Bg) # M1(B, + E) siempre, esto muestra que las matrices no son equivalentes entre si.
i-é_ _ 18 _ 1[2 1,2], 2‘% = 32_95_ = %[2, 1,3,2]. ' ‘ De aqui que los ovillos B que satisfacen (7.4) son de la forma
9 43 i -3 ! | | ‘
| | - L | -2
Entonces, de acuerdo a los comentarios anteriores, debemos tener sélo una de las siguien- : T[2, —}, 2: —3—] + 2kE,
tes cuatro opciones ‘ : o | esto porque la matriz M;(By) es equivalente a la matriz M, (B). Para determinar k basta
DA=T[2,-1, 2, DA= T)2,-1,1, -1}, , ver para que k se satisface la igualdad ' :
DA=T[2,-1,3,-2, DA=T[2-13-L1. - | - - M (é) = My(T[2 1,2 2] 2kE)
Asf que deb emos encontfar iz; = %, j=1,2,3,4, tales que satisfaggn | : 2 ‘-— ol =ha g inls | o
: B. . 8/3'1+ 50 _ 125 y por el lema 6.6, k es dnico. Lo anterior se debe a que si B € B3 U TG U B; + TG entonces i‘\
1) 32,1,2,] = i3iter . 69 | (Mz(B))ss # 0. ' :
88a+5¢a — 125 : '
(@) HLLLE] =imem 1o . o |
t ~ Veamos que las matrices M;, M, distinguen al conjunto B3 +TG.
119.1,3,2, 8] = 1Zbtlles - 28 | | |
(3) 7[2’ 1,3,2; o i 9fs+ias i3 | Lema 7.1 Sean Ty,T; € B3 + TG entonces |
, 18 ! & S . N E N .
(4) 2,1,3,1,1,%] =15EE =i | T Ty My(Th) = Mi(Ty) y Ma(Ty) = My(Th). | |
De (1) tenemos las ecuaciones 86; + 301 = 25, 36, + a; = 9, de donde gbteie;clzos'}ag Demostracion.- Sea B € B3+TG con ' o
: — 9 a; = 3; de (2) obtenemos las ecuaciones 8f + 5az = 25, 362 2= ;; o | ‘ 1‘
solucmfles b =2, o1 = 5’ —_3: de manera similar obtenemos f3 = —1,03=3,6,=2 : g ¢ 0 a. b 0 |
de aaqui Sotenemen fi =5 o = - | @) m®B=|p 0|, MBE=|cdol, |
y oq = 0. . — [18 125 g : | 0 0 « 0 0 e :
De aqui que los ovillos B; € By +TG, j = 1,2,3,4, los cuales cumplen F(Bj) = {}3,3%} o _ _ | ‘
a q1 25 18 T _ ' matrices asociadas al ovillo B, si | a |# 1 estamos en el caso de B € B3. Si | o |# 1 entonces
o F(B;) ={3% 33} son - | = - ;

. B esta propiamente en B;+TG, entonces

2 =T[2,-1,1,~-1: -3}, ‘ - o - .
1) B, =T[2,-1,2: 3], 2) B [ 3 . k B=Tley,.., (1) ¢, : 2] + kE ‘
3) By=T[2,-1,3-2:-%, 4 Bi= T2,-1,3,-1,1: F. | | | |
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donde [ey,...,¢s] es una fraccién contmua estricta y z € Q\Z; asi que tenemos uno de los

s1gu1entes casos
;{[cl,... , Cs], [C1seer 3 Cs» (—1)3"'23:]},‘

(7.6) {_ 21=9 .
o M1y s €5, (1) 2z, [e1,, €61}
de aqui obtendremos las posibles soluciones. Supongamos que

p 1. 1 p 1 1 ‘

E = ;[alr"aa’n] = ZATH ? = ',;[bla b ] = ;Bm

donde A, y By, son fracciones continuas estrictas; entonces tenemos alguna de las siguiéntes
opciones

- 1 1
@D |  An=Zene csl,
(7.8) ' ‘ %Bm = %[cl,... ,Cs)- -

como no sabemos que opcién es la correcta, debemos verificar el procedimiento del ejemplo
antenor

Veamos c6mo encontrar z. Supongamos que se cumple (7.7) y A >0 (el caso A, <0
se Tesuelve de manera similar), asi que resolviendo los dos sistemas de equaciones asociados
encontramos ‘3 7Y o ﬁz que satisfacen:

LAL[0, (-1 = 2,

1) 4,=2 tlag,...

n+1 81
i q’  Gn, (— 1) 1]

!

1A.-1,1, (- 1)n+28 2] 5.

Supéngase ahora que se cumple (7.8) y que By, > 0 (el caso By, < 0 se resuelve de manera .

similar), asi que, resolviendo los sistemas de equaciones asociados encontramos 53 y g—: que
satisfacen:

3) 1B, =

o,
AR

, %Bm[O,‘(—l)m“ﬁ—] =2

2%} q

4) 1B,[-1,1]=2,

| 1B,[-1,1, (1™ 2] = 2
. Vemos que en general . -

q’

1 1
z+-=zxl+——""7;
v o Fl+ =5
asi que en este caso :
Bo__B_, B__B_,

(o) ay 87] a3
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Llamemos .
Tl = T[al,... y (—1)"+1an : %], ' .
T2 = T[ala-" ’ (_]-)na"n—h (_1)7”_1 (an - 1)7 (fl)n+2 : %]1
L= Ty, 1) b : &, | :
Ti2= Tlbiy, (1) bn1, (=1)™H (b — 1), (=1)™F2 B,
Asi que los tnicos ovillos que puedan llegar a satisfacer M; de (7.5) son los siguientes:
1)T1 + ki E, 2)T2 + ko F, 3)T3 + ks E, 4)T4 + ks FE, k € Z.
- Veamos que las matrices M;(T}) de los ovillos T}, j =1, 2,3, 4, no son equivalentes entre si.

Notemos que hay cuatro casos: cuando m es par o impar y cuando n es par o impar.

Supongamos que n y m son pares (los demds casos se resuelven de manera ansloga); entonces
las matrices asociadas a T} son:

" DA,_1 =LDA, 0[icy 0 0 i01DAp 1 + /r52DA, —a1DA, 0

1) |i1NAsoy NA, 0| Biion 0 [=| oaNAn1+PiNA, iouNA, 0 |=Mi(Ty)
0 R 0  1{|]0 0 iy 0 0 10
[ DA,[-1,1] ZDAJ[-1] 0][=iax £ 0] . p

2) [iINA[-1,1] NAJ-1 of| 0 —ioy

0 0 1/] 0 0 —im
—iaeDA,[—-1,1]  BeDA,[~1,1] + asDA,[-1] 0
—aaNA[-1,1] 18NA,[-1,1] —iaeNA,[-1] 0
0 0 ' —ia

= Ml (T2) .

De manera similar obtenemos

[ ia3DBpn_1+ P332 DB,, —3DB,, 0

3) -a3NB _1+ﬂ3NBm ia3NBm 0 =M1(T3)
i 0 C 0 103

[ —i0uDBm[—1,1]  BuDBp[—1,1] + ayDBp[-1] 0

4) | —ouNBp[-1,1] 1B,NBy[-1,1] —ioayNB,[-1] 0

= M1 (T4)
i 0 . 0 —’1:014

~ Es fécil verificar que la igualdad M:i(T;) = M;(T}) sélo se cumple cuando i = j; de
igual manera se puede verificar que, M;(T;) # M1 (T} + E) siempre. Esto demuestra que

0 1= | . . 1119‘,9““
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las matrices no son equivalentes entre si, como sabemos que al menos una de estas matrices
es equivalente a Mj(B) de (7.5), tenemos que hay una dnica matriz que es equivalente a
M;(B). .

- Supongamos que los ovillos B que satisfacen (7 .5) son de la forma

Tlay,., 1) 0y - 211+ 2KE,

. (03]
para determinar k, basta ver qué k satisface la igualdad

M (B) = Tlass, 1) P an: 5] 4+ 2B, -

a1

y por el lema 6.6, k es 4nico. Esto se debe a que si B € B; + TG entonces (Mz(B))33 # 0.
Con esto se verifica que My y M, son invariantes completos para B; + TG.H

Demostracién del teorema 7.2.- Por los comentarios posteriores a la enunciacion del teo-
" rema 7.2, tenemos que al analizar My(B), con B € BsU TG UB; + TG, podemos determinar
en cual de los conjuntos Bj, TG o B; + TG, esta propiamente B, y, por el resultado anterior,
tenemos que M; y M, son invariantes completos para Bs U TG y B; + TG.H '

792 La familia TG + B;

Veamos que pasa en caso de tener ahoraun elemento de la familia TG +Bs. Es de notar que
un ovillo de este tipo puede ser como en el siguiente diagrama :

‘ a - s : -

Dado un. ovillo R, definimos un nuevo ovillo llamado, R wvolteado y denotado V(R), de la
siguiente manera . :

ir | “\ﬁ:.R:‘;L-f_,x - 3’:\:'&\'—/\_\5

R o VR)
notemos que V(V(R)) = R. -

~ Tenemos asf el siguiente lema.

Lema 7.2 Sean Ti,T> € TG + Bs entonces
T1 & Tz L= M1(T1) = Ml(Tz) vy 7 Mz(Tl)'= Mg(T2) -

Nétese que si | o |# 1 entonces B+ T ¢ B; y ademés
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Demostracion.- La pri implicaci

.- La primera implicacién es cl implicacid

raci ara. !

| emostracion ra. La segunda implicacién se demostrard por

El siguiente diagrama muestra que para un ovillo T € TG + Bs, V(T') € B; + TG
Rp X O = [rley

T V(T)

Notemos también dado T un ovillo, se tiene

~

0
01, M(V(T)=
(0%

~

[

q
b
0

M(T) =

oI

)

o3 g,
o
Qoo

asi que de existir T}, T € TG+B3 con T3 215, tales que M; (Tl) =M1( D) y Ma(Ty) =My (Ty)

entonces se tiene V(T3) % V(T3) con M = ' z
cnal 6w contradicaisy al fe ;fa ;.ri..ll(V(Tl)) =M(V(T:) y Mp(V (7)) = Ma(V(T3), To

se t. rd . ‘ . ‘
iene asf que las matrices M; y M, son un invariante completo para TG + Bj, por lo
3

tanto, si detectamos que T esta i -+ ]
X pr 0p1amente en TG+B e i
Vi o . t minar e . ; " . 3, sta completamente determinado.

Supongamos que las matrices M, asociadas a T € B3 y B € Tg son

0

Q_(I' la B O
M(T)=|p p 0|, M(B)=|0 a 0
00 1 0 0 «

entonces la matriz asociada a B + T es

a B8 0 "0
(7.9) M(B+T)=|0 a 0 21

0 0 «

‘ / aQ+'Bp aq,+/3p, 0
p p 0= ap ap 0

0 0 1 0 0 o

med (| ex |, e ) =med (| ap |, ap' o [# 1.
En el caso B € T€ se tiene med (| ¢y |, c12 |) = med (| og |, | g |) =| a |# 1.‘
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cual T pertenece propiamente. Supongamos que T' € Bz U TG U B3 + TG U TG + B3 con

qg ¢ O
Ml(T)=[p p 0:\7

~

0 0 «

~ entonces se cumple s6lo una de las siguientes condiciones

Cal=1 mCC‘l(\PHQl):l med(|p |,| ¢ |)=1 enestecasoT €Bs,

la|#1 med(lpllal)=1 mcd(p ,|¢|)=1 eneste casoTE’JI‘G,
la|#1 med(lpl, g |) =la| mcd(p||¢[)=1 eneste caso T € B3 + TG,

la|#1 med(lpllgl)=1 med(|p' |,] ¢ |) =| @| en este caso T € B3 + TG,

la|#1 mcd(lpl,lp’ N=1 mecd(lgl|d|)=|a| eneste caso T € TG + Bs,

Jal#1 md(pl,|p])=la] med (| ¢ l,|¢)=1  enestecasoT € TG + Bs,
de esta manera se tiene el siguiente teorema '
Teoréma 7.3 Sean T1, T, € BsUTG UB; + TG U TG + B; entbnces
T T, e My(Ty) = My(Ty) ¥ Ma(Th) = Ma(T3).

Demostracién.- Dado T € B; UTG UB; + TG U TG + Bs, por la tabla anterior tenemos
que al analizar M;(T'), podemos determinar en cual de los conJ.untos- B;, TG, B; + TG o
TG + Bs, esta propiamente I'. Como tenemos que M; y M, son invariantes completos para
B; UTG, B; + TG y TG + Bs se tiene el resultado deseado.B

8 Ovillos de la forma B + X+B

Veamos ahora a la familia de ovillos que puede expresarse como

A~

B1+X+B2, con Bl,B2'€B3y Xe{&’3’8727¢}=X

&=@ ,B=@< ,3=@,X=® w=@

Donde
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Es claro que si X = & entonces By + X + B, no es otra cosa que la suma de las trenzas B;

- ¥ By; en el caso en que X # &, tenemos una nueva familia de ovillos, a la cual denotaremos

- por BXB.
Ejemplo 8.1 Supongamos que
By=Tlay,..., 1) an]+ ki B, By=Tlby,.., 1) b +koB, X=%,
si suponemos que n es impar, m par, kl par y ky impar; entonces

By + X + By 2 Tlay,., 1) ap] + B + T{~ba, bs,..., (—1)™*by],

esto se desprende de la siguiente figura.

=~ % @ = :lart...]anl_;)g-szlb—B[...

Veamos cémo es la matriz M, asociada a By + X + Bs.

Como k; es par, podemos tener dos casos k; = 0 (mod 4) 6 k; = 2 (mod 4), de igual

manera tenemos que k; = 1 (mod 4) 6 k3 = 3 (mod 4). Si suponemos que k; =2 (mod 4) y
ke = 3 (mod 4) entonces tenemos |

[ ~DA. DA, 0] ~DB,, DB, 0 - T100
Mi(Bi)=| $NA; ~NA,1 0|, My(By)=| 3NB,, NBn_1 0|, Mi(%)=|000];
0 o 1| 0 0 1 000

entonces

My (By+%+B;) = [-TINAH 00||5NBn NBpn 0|=|iNA,DB, -NA,DBp_; 0

DA, 00][-DBn DB, 0] [DBnDA, DBn_1DA,0
0o 00|l 0 0 1 0 0o 1

Notemos que

. 1 1
F(By1+ X+ By) = {ZAm ;An}o

Si ahora definimos el invariante
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donde o, x, 8,8 vy 9 se toman, al igual que en la definicién de F(T), de My(T), entonces

) ) 1, 1,
FBi+x+ By) = ‘{g[‘bz,n- , —bm), ;["b%"' » ~bm]}-

Las fracciones obtenidas en F(B; + X + Bz) y F(B1 + X + B2) estan asociadas a las trenzas
que se obtienen de la dltima figura.
Veamos que esto es un hecho general para la familia BXB. |
Lema 8.1 Sea T € BXB, entonces | | -
' . 101
F(T) = {%a, %a}, F(T)= {Zb, ;b} con a,b € Q.

Demostracidn.- Tenemos que T B, +X+Bycon B,BoeBsy X € X. Supongamos
- primero que X = 3, entonces : -

a G4 0] ~ Jo1o @ 24 0]
MB)=|1m B, 0|, M(A=|000|, M(B)=|1p P 0];
| 0 0 1 000 0o 0 1]

de donde se tiene que

L @pe Fap, O
My(Bi+B+By)= | ippe pipy 0,

| 0 -0 0
entonces 1p 1 | 1
_ nlp > 1P2 P2
Py =322y, A= {22y
O=Gr (T) {ng p

Se obtiene un resultado andlogo en el caso X € {6,%, 1}. Esto demuestra el resultado.l
Nétese que este es hasta ahora el tinico caso en que F/(T) = {a,%a}, cona € Q, asi que,
de nueva cuenta M;(T) determina si T esta propiamente en BXB.

“Veamos qﬁe M, y M, clasifican completamente a BXB.

Lema 8.2 Sean ki, ke € Z, entonces

hE+X+kE2Y

donde X,Y € {B,8,%,7}.
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'Demostmcio’n - Notemos ‘ :
10N, que tenemos 16 casos para probar 5
caso ky par, k impar P X o b p P pero desarrollaremos sélo el

Obsér.vese gue E+E+B=f=B+E+E, esto se desprende de la siguiente figura,
: : = N = ; ; .= : .=
S5 ¢ = 91 Y=o, >IRE = NEL =5

no es dificil ver que k1E+B=B, B+k2E=B+E=)‘<.

1 ’ - - ' .
08 iliemals Casos se muestran de manera similar. A continuacién damos la tabla que corres-
ponde a la suma k1 E + X + k,E =Y, con p=par, i=impar:

b X e |Y] ][ X[ e[V [k X[ RV kX[ 5h]Y
pIBIp Ao o (p{d [p[x(p|x]]p[Pp |9
P B IR P |0 |i |d]|p|x|i |B]]|p]|d|i |5
PyBip Y i o tp x| [i |x|p|6]|i [4]|p|B
LB {1 fo ) Ji o i |B]ilxlil|d]]|ild]|i|x] -
-

Una consecuencia del lema anterior es el siguiente

| Teorema 8.1 Seqn B;,B,eB; y X €{8,4,%, 1/3} entonces

Bi+X+B,2TB1+Y +TB,

| donde TB1 y T B, son trenzas base, Y € {8, 4, %, P}

Demos-tfacz'o’n.- Supongamos que
Bi=Tai,.., 1) ]+ bE, By=Th,.., (1) b]+kE,
entonces tenemos que
| By = |y FE + T'by,..., (—1)m+1bm] si K es par,
By 2 BE+T[0,~by,.., (~1)™b,] si K, esimpary b # 0,

" By E ki E + Tb,..., (=1)™bp] si K es impary b; =0;

) n+l )
- notemos que Tay,..., (~1)"" a,] es una trenza base, al igual que cada una de las trenzas

(8.10) Tlos,e, C1) ™ bal, T00, bre, (=1)™bp],  Tlbye., (~1)™by].
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Llamémosle T'B; a Tay,..., (—1)"+ian] y TB; a cualquiera de las trenzas de (8.10), entonces

- (dependiendo de k3 y b1)
B+ X+ B = TB1+k1E+X+k2E+T32
Por el lema anterior esto implica
TBl+kE+X+kE+TB, 2 TB1+Y +TB;,
dondeYe{B 5, x,w}l | |
Asi que dado T € BXB, por el teorema anterlor
T=TBl+Y+ TB,,
donde Y € {8,46,%, P}
" Del analisis anterior se tiene el siguiente lema.

Lema 8.3 Sean Tl,T2 € BX B, entonces

Ml(Tl) Ml(Tz) &N e Ts.

Demostracion.- Sea T € BXB, por el teorema anterior

T = Tlay,.., 1) an] + X + Tlbs,-. (- 1)

m+1 ]

“donde X € {B,S,X, P} Supongamos n par, m impar, X = By by # 0, en este contexto

tenemos que m+1
TET[(L]_, ( ].) an_]+,3+T[b1, )( 1) ]

Si se tiene que b; = 0, entonces

T = Tlay,..,(~1)" an-a] + B + Tlbs,..., (=1)™bsm),
esto por el siguiente diagrama

B G B = l-;;-l

Veamos como son las matrices asociadas a T'.

DAn1 $DA,0][010][ DBn "TIDBm_io |
My(T)= | 1NA,1 NA, 0{|000||iNBy NByy 0

0 0 =1

0 0 000

\ de donde tenemos que
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0 1DAn_l 0][ DBn $DBp_1 0 INBnDAsy NBp1DApy O
0 ZNAn-—l 0 %NBm NBm_1 0 = —-NAn_lNB NAn_lNB -1 0
60 0. 0 0 0 1 0 0 1

de donde tenemos que
1‘ 1 o A {%[bm7 ’ bl]: %[bmy ’ bl]} si bl # 0
, F(T)= {_{An—,l’ -{An"l}, F(T) = { |
‘ S C {%[bm, 7b3]’ %[bma ) b3]} si by = 0.

Notemos que si m es par entonces

%NBm;lDAn_l NB,DA,; 0
Ml(T) = —NAn_lNB -1 %NAn_lNBm 0f y
: 0 ' 0 1

bl]} si bl ?é 0 .
bs]} si by =0.

{%[07 bm,-u "bl]7 %[07 bm

- -1 1 . '
F(T) = {_-An—17 'TAn—l}y F(T) =
’ ’ {2[0, by » B3], 1[0, by,

Obsérvese que en este caso se tiene que

T = Jaa [, ]anll__) (_jb1L|__.[ -: s b0

T =~ Tal. :lamL.x_lbat ot

en cada uno de estos casos, el invariante F'(T') nos da informacién de la trenza base que
va en primer lugar, a saber, T[a,..,(~1)"a,_1]; el invariante F(T) nos da informacién
de la otra trenza base “ leida” en sentido inverso, V(T'[by,..., =bn]) = T[0, —bm,..,b1] 0
V(T[b3y y —bm]) = T[0, —by,..., b3], ..., dependiendo del caso en que nos enco’ntrex;lo;. Te-
n%endo estas dos trenzas, existe un unico elemento X € {B,4,%, %} tal que “cierra” el
diagrama y no afiade ningiin cruce. Los demds casos se resuelven de manera similar.ll

51 b1= 1} ]

De esto se sigue el teorema

Teorema 8.2 Sean T1,T; € B3 UTG UB; + TG UTG + B; U BX B entonces
Tl Tg <=> Ml(Tl) Ml(Tg) Y Mz(Tl) = M2(T2)
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Demostracién.- Dado T € Bs UTGUB3 + TGUTG + B3 U BX B, tenemos que al analizar
M;y(T), podemos determinar en cual de los conjuntos Bs, TG, Bz + TG o TG + B3 0 BXB,

esta propiamente T'. Como tenemos que M; y M, son invariantes completos para B; U TG,
B; + TG, TG + B; y BX B se tiene el resultado.ll : ‘
9 Una aplicacién a biologia molecular

9.1 Nudos o enlaces de dos puentes

Los nudos (o enlaces) de dos puentes, o N2P, son una familia de nudos (o enlaces) que estd,
intimamente relacionada a los 2-ovillos racionales. De hecho tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9.1 [12]
1) Un N2P es el denominador de algin 2-ovillo racional.
2) Conversamente, el denominador de un 2-.ovillo racional es un N2P.

Donde el denominador de un 2-ovillo T, D(T), es el nudo o enlace obtenido de la con-
struccién mostrada en la siguiente figura: :

Debido al anterior teorema, los N2P son también llamados nudos racionales. Asi que
podemos pensar en el diagrama estdndar de un N2P como el mostrado en la siguiente figura.

G .......... e ———— _)
. al’l :
S j}

+1 .
el cual no es otra cosa que A(T[ay,..,(1)""as]) con n impar y [a1,..,an] una fraccién
continua estricta. ' :

Definicién 9.1 Un N2P es del tipo (a,b), denotado N2P(a,b), con med(a,b) = 1,si § =

[a1,az, .-, on41) s una fraccién continua estricta, a; # 0 y donde los a; se toman de un .

diagrama estandar del N2P.
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9.2 Accibén de la enzima Gin

k% E)rc.mmacmn topoldgica al estudio de cémo es que las enzimas actian, involucra incubar
circular y no anudado como sustrato en una solucién que contiene la enzima a estudiar.

A grandes rasgos lo que hace una enzima al actuar sobre una molécula circular de ADN del
sustrato, se muestra a continuacién. 4

VD)
— 8, &S — 8
retorcimiento @ / _ \\J

De resultados experimentales se tiene que si comenzamos con una molécula circular de

recombinacién

ADN no anudada y hacemos que acttie la enzima Gin varias veces obtenemos:

al actuar la enzima una vez se tiene el nudo trivial
al actuar la enzima dos veces se tiene el N2P(3,1)

al actuar la enzima tres veces se tiene el N2P(5,2)

ARIO

de acuerdo a resultados exprimentales esto se puede ver esquemdticamente como:

c——> ——> ' |

Wb =) ER=0)
A(S+0) A(S+T) |
TsHTTE = D00 JsHTleleh = Sood

1T =S SATNTTh =AY
A(S+T+T)=A(S+2T) A(S +3T). |

e “© . ” : 34
Estas serdn las “ecuaciones” con las que trabajaremos en esta seccién. Notemos que O,
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S y T son 3-ovillos y, de acuerdo a la opinién de expertos en el tema como Dr. De Witt L.
Sumners y Joaquim Roca, estos 3-ovillos son 3-trenzas. Es aqui que la clasificacién de éstas
toma relevancia. ‘ : :

9.3 UNA APLICACION

Recordemos que tenemos el teorema de clasificacién de las trenzas, el cual, como veremos,
es equivalente al siguiente teorema. ' '

Teorenié 9.2 Dadas dos trenzas 11 y Tz‘ento’;éces
T1 ~T, & F(Tl) = F(Tg), M2(T1) = Mz(Tl)

Demostracién.- Basta notar que la matriz M;(T") define de manera tinica, en el caso de
las trenzas, a una pareja de fracciones F(T), las que a su vez, definen de manera unica una
expansién en fraccién continua de un nimero racional.®

Recordemos también que dado un diagrama de una trenza T, tenemos que
T = Tlay,.., =1)"" an) + kE

donde [ay,.. , az] es una fraccién continua estricta.

Notemos que en el caso de una trenza B, tanto A(B) como D(B) son N2P. Haciendo el
analisis se tiene el siguiente '

Lema 9.1 Sea B € By entonces
A(B + 2kE) = A(B).

Demostracién.- De la siguiente figura se desprende que A(B+2E) = A(B),

(B“H—f‘\%:CB-’H—O;‘J CB

de manera similar se prueba A(B — 2E) & A(B); ‘es‘ facil ver que

A(B + 2kE) = A(B) keZm

Il

Lo anterior nos da la clave para relacionar las trenzas y los N2P.

 Lema 9.2 Sea B € By, supongamos que F(B) = (3¢,1%) con [$|> 1 entonces

A(B) = N2P(a,b).
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- Demostracidn.- Por los comentarios anteriores al lema 6.3 se tiene que, de ¢ y 2 se
recupera una unica expansién en fraccid i i i se tiene
p en fraccién continua estricta [by,... ,bm] ¥ de aqui se tiene

BTy, (1) " by +kE, k€L

de donde se sigue que

~

2{[b1yr, brn], [0, , bu—1]} si ™ es impar y k es par
- . ! %{[bl, ybm—1], b1, , 0]} si m es impar y k es impar
L{b1s s bmt], (b1  bm]} s m es par y k es par

L %{[bl, ,bm], [b1;.. , bm—1]} si M es par y k es impar

Supongamos que m es impar y k es par, por el lema anterior tenemos que

ATl o bl +hE) = AT b = o — 1o
_ | . . "b2:m i

. . , - I I I " > - . . .
? ? oo 9 b} ue b On D o

A(T[by, ~b,...,bm] + kE) = A(T[b1, ~ba,..., b]) = N2P(a,b).

Supongamos ahora que m es par y k es par, por el lema anterior tenemos que

D

AT b 58) 2 ATl )= (o = = (R — el

o]
'b2 “bm -bz K

al igual que antes. Ya que por hipétesis |¢|=|[b1, bay-.. ; b1 | ' '
o =l g s bn—1]|> 1, se ded
la clasificacién de los N2P, se desprende alue” b _m 1” ’ uce que by # 0y, de

- A(T[by, —ba,..., bm] + kE) = A(T[by, —bs,..., bu]) = A(T[br, b, , bms]) = N2P(a, b).

Los casos m impar y k impar, m par y k impar se resuelven de manera andloga.ll

En lo que sigue de est i6 j ini
a se :
F(T) = ( fg ;a_'g / ccién trabajaremos tinicamente con trenzas T' que satisfagan
T3 7w) con [g[> 1.

Por los lemas anteriores y por el teorema de clasificacién de los N2P tenemos el siguiente:
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Teorema 9.3 Sea T € B3 tal que F(T) = %{%f,%%}, entonces A(T) & N2P(a,B) si y
solo si se satisface lo siguiente: :

1) a;=ay, By = Bo (mod a)

2) a; = as, Pifr=1 (mod ) |
Demostracién.- Por el lema anterior se tiene que A(T) = N2P(oy, ﬂl) Si tenemos que

A(T) & N2P(C¥1,ﬂ1) = N2P(a2,,32),

- sabemos, por el teorema de clasificacién de los N2P, que esto ocurre si y sélo si se satisface

1)62). W

" Veamos cémo resolver las ecuaciones que se tienen para la accién de la enzima Gin. Por el
teorema anterior, las trenzas X que cumplen A(X) = N2P(3,1) son aquellas que satisfacen
F(X)=3{% %} cona=3yb=1 (mod 3). z :

PAYER . o
Teniendo en cuenta que se debe cumplir [£]>1, se deduce que |b|<3, con esta condicién,
los b que satisfacen b= 1 (mod 3) son b =1 o b = —2. Por lo cual debemos encontrar todas

-las trenzas X que satisfacen

nrx =159 rm=13.0

Después de hacer los célculos se tienen las siguientes soluciones:

X1 =T[3,a1] + 2¢,E Xy =T[2,1,a9) + (22 + 1)E
X3 = T[—-l, -2, —(13] + (263 + l)E X4 = T[—l, -1,-1, —04] + 2¢c4 F a;, Cj €EZ
Notemos que las trenzas X; y X, satisfacen (1) y las trenzas X3 y X, satisfacen (2).

De igual manera las trenzas B que cumplen A(B) & N2P(5,2), son aquellas tales que
F(B)=1{5,%}conc=5y,d=2 (mod 5) 6 2d = 1 (mod 5). .

Teniendo en cuenta que | d |< 5, para satisfacer d = 2 (mod 5) resulta que d = 2 6
d = —3. Para satisfacer 2d = 1 (mod 5) obtenemos d = 3 6 d = —2. De esto tenemos que

9 UNA APLICACION A BIOLOGIA MOLECULAR ‘ - 61

las trenzas buscadas son del tipo:
B, =T[2,2,b,] + 2d,E By =T[2,1,1,b5] + (2dy + 1)E
By =T(1,1,2,bs] + (2d3 + 1)E By =T[1,1,1,1,by) + 2dsE
By = T[~2,~2,bs) + 245 Bs = T[2, -1, -1,b5] + (2ds + 1)E
Br=T[~1,-1,-2,b;] + (2d; + )E By = T[~1, 1, —1,-Lbg] +2dsE by, d € Z
lPor lo anterior si T7, T, € B cumplen A(T)=N2P(3,1) y A(Ty)=N 2P(5,’ 2) entonces
T = Xi, Tp= B; para algini=1,2,3,4. *j = 1,2..,8.

Por la forma en que la enzima Gin actiia en una cadena circular de ADN y recordando

que estamos suponiendo que S y T son trenzas, se tiene que se deben satisfacer las siguientes

equivalencias

(S+T)+T =X, (S+T)+T+T B,
para algin i y j. '

1) Mi((S+T)+ T) = Mi(S + T)My(T) = My(A;).

2) M((S+T)+T+T)=My(S +T)My(T) My (T) = My (4;) My (T) = My (By). |

Si asignamos

|z zo 0 Y1 y2 0
Ml(S+T)= [373 Ty OJ, Ml(T)= {y3 Ya 0 )

0 01 0 01
a1; ag; 0 big ba 0

| M\(X;) = |as; a4 0, Mi(Bx) = | bs by 0],
0 0 1 0 0 1

donde j =1,2,3,4y k=1, 2,...,8. Esto es, se generan 32 sistemas del tipo

% 22 0ty oy O a;; ag; 0]
. Tz 74 0 Ys Ys 0f = asz; Q45 0
0 0 1][0 0 1 0 0 1

i

t
I

]
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aij Q2j 0 1 Y2 0 . big bor . 0ol
azj Q45 0 Yz Ya 0| = | bak bk 0].
0 0 1 0 0 1 0o 0 1

olucién tnica ya que cada matriz tiene determinante

Cada uno de estos sistemas tiene s
btiene la siguiente familia de soluciones:

distinto de cero. Al resolver los sistemas se o

X, ' -a
- SoqayeE ) (D] S
S . |

T

10 Rotacién de trenzas

En la presente seccién veremos que las matrices My y Ms también clasifican a la familia de

ovillos generada de la siguiente manera.

emos la rotacidn positiva de Ty rotacién negativa

Definicién 10.1 Dado el ovillo T, llam
a los ovillos mostrados & continuacién, los

de T, denotadas respectivamente por T,y T,
cuales son obtenidos a partir del ovillo T.

P ——

AN

T - AT B
— C—S
T T, T.
- Diremos rotacién de T para referirnos indistintamente a una rotacién positiva o negativa de
T. \ _
Notemos que si T' es un ovillo tal que
o+ X B 0
M 1 (T) = ) o+ ’(,b 0 s
0 0 o
entonces las matrices asociadas a My(T,) y My(T-) son

x+v 6 0 - at+yp & 0
MT)=| B at+tx 0 M(T)=| B x+¢ 0}
0 0

Esto se tiene de la siguiente figu

0 X 0 9

ra, en donde se muestra el caso T.

10 ROTACION DE TRENZAS | |
. 7aS. | - 63
GG R § B
| S ) | ‘
BT
P Y DY

Es importante observar de que

x+U=(a+x)+(@+y)-20=(3D) +(MD)_ —2(M1<T>) ,

11
33

x=(a+i-a= (@) ~(4@), v=(e+e)-a=(mm)_- ()

Veamos com | '

. 0 SO . .

T=Tla, (—1)n+1ani En gt'eneral, las matrices asociadas a la rotacién de una trenza. Sea
7 ») un diagrama de trenza base, entonces tenemos que para n impar

- DA, =DA,; 0
M(T+4kE)  =|LlNA, Ndna 0
"0 0 1

(DA, +NA,_; —2 %NA,, 0 }

M((T+4kE),) =| . =DA,, DA 0

i 0 0 DA,-1

T NA, 1N4, 0
M((T+4kE)) =| DA, DA, +NA, ;-2 0

| o 0 NAn -1
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Tenemos que para n par

[ DA,; =DA, 0
M{(T +4kE)  =|iNA., NA, 0
- 0o 0 1
(DA, 1+ NA, -2 %NAn_l (()) :
My((T +4kE);) = =1DA, DA, '
1(( )+) L 04 i DArr—1
o [ NA, INAn 0
M,((T +4kE)_) =| DA, DAn1+NA, -2 0 |
(T 4RE)-) |0 0 NA, -1
Tenemos que para n impar |
My(T+ (4k£1)E)  =|%NA,n FNA, 0
- |0 0o 1
" +DA, 1 ENA—2 ENA,g 0 |
T+ (4k+1)E);) = DA, +DApy . 0
le.(( +( )4 )+) L p | AT
. i :FNAn ‘ %—INAn—l_ 0
M,(T+ (4k £ 1)E)_) =|2Z'DA, £DA, 1 FNA—-2 0 :
(T + ( )E) kK ; A1
Tenemos que para n par ' '
) " +DA, DA, 0
Mi(T+(@4k+1)E) =|%NA, FNA1 O
| o0 0 5
‘ ':i:DAn:FNAn_l_—2 -ﬂ;—lNAn 0 :
4k +1)E);) = EDA +DA, O
M;((T +( ) )+) L : o DA 1
: i ?NAn_l :—t;l'NAn 0 ‘
M.(T + (4k £ 1)E).) =|%DA,y £DA,FNA, -2 0 - |
(T +( )E)-) ; y Ny

- 64
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Tenemos que para n impar

[ —DA, 1DA,; 0
Ml(T + (4k + 2)E) = _TI-NAn —NAn_l 0
|0 0 1
[ —DA,—NA, ;-2 3NA, 0
M\((T + (4k+2)E),) = 1DA, —DA, 0
| - I 0 0 —DA,-1
Ml((T + (4k + 2)E)_) = %DAn_]_ —DAn - NAn_]_ -2 0 .
| o0 0 —NAp_1—1
Tenemos que para n par A |
- » [ ~DA,.1 iDA, 0
M\(T + (4k+2)E)  =|=iNA,., -NA, 0
.0 0 1
‘ [-DAn1—NA,—2 =INA,; 0
 M((T+ (4k+2)E);) = 1pA, —DAn_; 0
o I 0 0 —DAy-1
- - [-N4, INA, 0
M\ ((F+ (4k+2)E)-) =|1D4, -DA,,-NA,-2 0 |
. 0 0 —NA,-1

.Nétese que se tienen las siguientes igualdades
D[z, ai,..,a,) = NA,

NAg = (10203 +a; + as
NAy = aja0a304 + 0109 + a104 + azag + 1

NAs = a;---as5+ ajaqsas + a1a4as + a3040s5 + a1aq2a3 +a; +az +as

NAG = a;---a¢ + a1a9a50¢ + 41040506 + 3040506 + 01020304
+a;a6-+a3as+as06+0a10203a4+ 0109 +a 04+ 0304 +1.
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Si-suponemos que [ay,.. @] = An €s una fraccion continua estricta con n > 5; entonces se
- cumple que ‘
| NA, |> 3, | DA, |> 3. .

As{ que para garantizar que la entrada cs3 = (M;(Tx))ss de las matrices asociadas a una
otacion de una trenza satisfaga | css |> 1, es necesario que | x —1[> 20 |y —1|>2,
dependiendo del caso en que nos encontremos, lo cual siempre se satisface para la fraccién-
continua estricta [ay,.., a,) asociada a cualquier rotacién de Tas,..., (—1)"+1 a,) con n > 6.

. Asf que para trenzas que tienen asociadas expansiones de fraccién continua estricta de
longitud n > 6 y sus rotaciones, tenemos que la entrada css de estas matrices nos determina
si el ovillo asociado es una trenza, en el caso | cs3 |= 1, o una trenza rotada en el caso

| css |# 1.

Sea B el conjunto formado por las trenzas y las rotaciones de éstas. Recordemos que
si T es una trenza, entonces por el lema 5.1 tenemos que T = DA+ kE, donde DA es un
diagrama alternante. Denotemos por Bg al conjunto formado por las trenzasy las rotaciones
de éstas tales que la trenza base asociada DA satisface L(DA) > 6; notemos que Bs C B,

entonces
Lema 10.1 Sean T ., Ty € Bg, tenemos que .
T1 &= T2 <= Ml(Tl) = Ml(Tz) y Mg(Tl) = Mz(Tg),

Demostracién.- La primera implicacién es clara. Para demostrar la segunda implicacién
supongamos primero que | (M;(T1))ss [= 1 =| (My(T2))a3 |- Por lo comentado anteriormente
estamos ante el caso de una trenza, asi que si se satisface la hipétesis, por el teorema 6.1,

tenemos que 17 = Ts.

Supongamos ahora que | (M1(T1))ss |# 1, entonces estamos ante el caso de la rotacién
de una trenza. Veamos que en este caso se tiene Unicamente una de las siguientes opciones

1) en—c=1, 2) cp—c=1

Para ver que se cumple alguna de las dos opciones basta analizar las matrices asociadas a.

la Totacién de una trenza; ahora probaremos que ambas Ppciones no se cumplen al mismo
tiempo. Esto se debe a que dada la trenza T[a,.., ~1)"" aa] + kE se tiene

para n impar y k par sise cumple (2) entonces ¢ — Cs3 = —1)%[N An1 — 1,
si se cumple (1) entonces cg2 — €33 = (—1)L’2£LDA,, -1,
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si se cumple (2) entonces ci; — ¢33 = (-—1)%1NA,1 -1,
' si se cumple (1) entonces ¢z — €33 = (—1)%[DAn'_i -1
para n impar y k impar si se cumple (2) entonces c;; — ¢33 = :F(—l)MFN A, —’1

| . si se qumple (1) entonces cop — €33 = :l:(—l)mz;lDAn_l —,1
paran par y kimpar  si se cumple (2) entonces c¢;; — ¢33 = $('—1)mz>;1N_/1n_1 - 1,
si se cumple (1) entonces cg — c33 = :i:(——l)mz;lDAn -1, ,

para n par y k par

como por hipétesis n > 6, en cada uno de los casos anteriores se concluye que | ¢;; —¢ |# 1
¥, por lo tanto, ambas opciones no se cumplen al mismo tiempo. noE

bDaddo que conocemos cémo cambia la matriz de una trenza T despues de una rotacidn
:a emoquue.s1 se satisface (1) estamos en el caso de una rotacién negativa, esto es existen,
renzas Bj, j = 1,2 tal que (B;)- = Tj; tomemos (T;); = B;. De la hipétesis del’l
deduce que _ ema se
| Mi(By) = Mi(Bz),  M3(By) = My(By),
como para las trenzas ya tene clasificacié i B, & {
o y mos u_n§ clas1ficac1on, se tiene que By & By; de aquf se sigue
' T]_ = (Bl)— = (Bz)_ & T2.
Si se satisface (2), estamos en el caso d i6 iti |
e e una rotacién positiva, asi que para ob
conclusién procedemos de manera andloga a lo hecho en el caso anzcerior.l ’ tener fa

Ejemplo 10.1 Supongamos que tenemos asociadas al ovillo R € B la siguientes matrices:

145 —37i 0 a b 0
Mi(R)=|8i 26 0|, MR =|c d 0};
0 0 25 00 e

- como c33 # 1 en M;(R), tenemos que estamos ante la rotacién de una trenza: si ademgs
. 4 e 7 . , ?
queremos ver cual es el tipo de rotacién debemos verificar cual de las siguientes opciones se .

cumple. ‘
1) C1] — C33 = 1, 2) Cog — 033 = 1,

Ya que la opcién (2) es la que se satisface, estamos ante el caso R = T',; de esta man
. . - !
tenemos que las matrices asociadas al ovillo R_ =T son o

2%  85i 0 d c 0

M(T)= | -37 121 0|, MyT)=|b a+d—2¢ 0
0 0 1 -\ 0 0 d—e

b
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las cuales sabemos que pertenecen a una trenza, y por el metodo descrito en el ejemplo 6.1

tenemos que
T=T[1,-2,2,-2,3, -3]+ koE,

donde kg, es el Unico entero que satisface
M2(T[1‘, -2,2,-2,3,-3] + koE) = M,y (T);

asf que el ovillo buscado es R=T, = (T[1,-2,2,-2,3, 3]+ koE)+-

Probaremos que las matrices My y M2 clasifican al conjunto de trenzas rotadas B.

Sea T € B\Bs, supongé,mos que (M;(T))ss = =1 (obsérvese que esto ocurre siempre en

el caso en que T es una trenza), ;serd posible esto en el caso en que T es la rotacién de una
~ trenza?. : ' : :

Como para un ovillo T, Mi(T) = Mi(T + 4kE) y, dado que cualquier trenza T es

equivalente a un diagrama de la forma DA + kE con DA diagrama alternante, inicamente

analizaremos los casos (Ml((DA +kE) R)) - +1 con k=-1,0,1,2y R una rotacion.
Caso k = 0. ' ' ' |
Veamos primero el.caso en que T' es una trenza base.

Si n es impar tenemos que

(Mi(T))ss = Doy r0a] = 3 (Mi(T-))ss = N[al‘,...  an_1] — 1.

Si n es par entonces

(My(T;))ss = Dla1,e , an-1] = 15 (M, (T_))33 = Nla1,.,an] — 1.

‘Veamos cudles trenzas base satisfacen que la matriz que se les asocia después de una
-_ rotacién cumple cs3 = £1; analicemos todos los casos. :
Cason = 1.

Tenemos que una rotacién de T[a;] nunca satisface cz3 = =1, esto porque la matriz
asociada a T[aq] es o |

o=
)
—
[u—
o = O
O O
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¥ las matrices asociadas a (T]a1))+ v (T[ay])- son:

0 Nfm] 0 1 INa] 0
o 1 0| y |0 0 0},
| 0 0 0 0 0 0
respectivamente.
Cason = 2.

? ? qu 33 d

1) Dlay]-1=1 2) Nlag,a2] =1 =1

9 D] -1 =-1 4) Nay,a9) — 1 = 1.
“ Vemos que el caso (1) no se.satisface ya que D[al] =1.
queE;ri (_a__l (cz:si 53 dgbseézo;uZeE; (rcz)ltaz + 1)-1 = 1, lp que vimplica aia; = 1; esto implica
Ll g y.er e e :Fl])_afcmn que satisface c33 = 1 es (T[£1, F1])-. Llamemos
Después de analizar las eéuaciones, vemos que los casos (3) y (4) nunca se satisfacen.

Caso n = 3.

a a].?_aZ’ a3 H p q €

" 1) Dlay,a3,a3) -1 =1 2) Nlay,a5] -~ 1=1

3) Dla, ag,a3] — 1= ~1 4) Niay,a9] — 1= —1.

En el caso (1) debemos tener

(0203+1)—1=1=>a2a3=1;

esto implica que a; = a3 = £1. Esto es, (T[ay, +1,:
: . ) 1, £1, F1]), cumple ¢33 = £1. D
Zy = Tlay, £1,F1] y Zye = (T[ay, £1, 1)) D+ ple cs3 ’enotemos
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— +1; esto por el caso Tla;, —a2), O sea,

Vemos que el caso (2) se satisface si a1 = ap |
1y Zar=(T[£1,F1,a5])-

(T[+1,+1, as))- satisface ¢33 ==+1. Llamemos Z3=T[£1l,F1l,a3

Los casos (3) y (4) nunca se satisfacen.

- Cason=4.
Si Ta1, —az, as, —a4), para que Cs3 = +1 se debe cumplir

1) D[al,ag, a3] —-1=1 2) N[al,ag,ag,a4] -1=1

3) D[a]_,az, a3] —-1= —1 4) N[al, az,ag,a4] —_ 1= -1.
= a3 = =%1; esto por el caso Tlay, —as2, a3}, 0

Vemos que el caso (1) se satisface si as
[a’l’ ila :F17 _a'4] y Z4'r

~ sea, (T[a1, =1, F1, —ay))+ satisface cs3 = +1. Denotemos Zy =T
(T[ala :l:]-, :F]-) —a’4])+° .
En el caso (2) debemos tener
(a1a2a3a4 + a109 + a1a4 + asas + 1) - 1 =1

es una fraccién continua estricta; asi que

esto implica que a; = 0, ya que [a1, az, a3, G4]
satisface cs3 = 1. Denotemos Zs =

as = ag = x1. Esto es, (T[0, —ap, =1, F1])-
T[O, —ag, +1, ?1] y Zgp = (T[O, —asg, +1, :Fl])__
Los casos (3) y (4) nunca se satisfacen.

Caso n = 5. | |
], para que cz3 = %1 se debe cumplir

2) Nlay,ag,03,a4) —1=1

Sl T[Cb]_, —a2,03, —04, a5
1) D[a17a27a3)a4aa’5] -1=1

4) Nla1,a2,03,04) — 1 =—1.

3) Dias, az, as, G4, 0s5) —1=-1
El caso (1) debemos tener |
D[ah a3, 03, 04, a5] -1=1= N[a27 as, G4, a5] -1

Pero esto nunca se cumple ya que a; £0,j=2,3,4,5y, por lo tanto,

| Nlaz, a3, as, as] |= 5.
El caso (2) se satisface si a1 =0, a3 = a4 = +1; esto por el caso T'[ai, —az, a3, —a4, ©
sea, (T[O, —‘0127:!:1, :Fl,a5])_ satisface c33 = +1. Denotemos ZG' — T[O,—az,:!:l,:[:l,%] y
Z6r = (T[O, —ag, il, :Fl, a,5])__. ' . :
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Caso k = 1.

"En el caso T + E se tiene que si n es impar

(Mi((T + E)4))ss = D[dl,... y 1] — 1 (Mll((T + E)_))ss = —Naz,.., a] — 1.

Si n es par

- (Mi((T+E)4))ss = Dlar,ran] =1, (My((T + E)_))ss : ~N[a1,"_ ] = 1.

Veamos cudles de i ‘
este tipo de trenzas satisf: £
: . ) acen czgz3 = *+1 después de una rotacidn;
. analicemos, al igual que antes, todos los casos. o o
Cason=1.

‘Para que una rotacién de T'[a;] + E tenga c33 = £1 se debe tener

1) Dlag] ~1=1 2) —N[a)]-1=1

3) Dlag] —1=-1 4) =Nlag]-1=-1.

El caso (1) nunca se cumple ya que Dfao] = 0.

En el caso (2) se debe cumplir - to | ‘
. plir —a;. — 1 = 1, pero esto implica = —2; asi
| (T[—2] + E)_ tiene c33 = +1. Denotemos Z; = T[-2]+ E y Z: = (7(’1[1?2]%- E) 7 ot que

El caso (3) siempre se cumpl il - :
: ple, ya que Diao| = 0; asi T i —
Denotemos Wi = Tla;] + E y Wi, = (T/ay] 4[‘%;)+. que (T(a1] + E)+ tiene | ¢33 |= 1.

En el caso (4) se debe cumplir —a; —1 = —1, pero esto implica que a; = 0; asf que (E)_

- tiene ¢33 = +1. Denotemos W, = E'y W, = (E)_.

Cason = 2.

Si tenemos T[al, —as] + E, para que cz3 = +1 se debe cumplir

1)D[q1,a2]—1=1 2) —N[al]—1=1

3) Dloy,as] 1= —1 4) = Nfas] — 1= 1.

En el caso (2) debemos tener —a; — 1 impli

e ! 1 —1 =1, lo cual implica que a; = —2
una rotacion que satisface cg3 = £1 es (T'[-2, — as] + E)_. Dengtemc:s 7 - %’:[E;r lo tant%,'
Y Zoy = (T[-2,—as] + E) . | ° 0]+
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Vemos que- el caso (3) se satisface si ap = 0, lo cual nunca se cumple por ser [a1,ag] una

fraccién continua estricta.
En el caso (4) debemos tener —a; — 1 = —1, lo cual implica que a; = 0 y, por lo tanto,

una rotacién que satisface cz3 = %1 es (T'[0, —ag] + E)_. Denotemos W3 = T[0,—a}+ Ey

W = (T[0, —ag] + E)—.
Caso n = 3.
Si Ta1, —a2, as] + E, para que cz3 = £1 se debe cumplir

1) Dlaj, a0} —1=1 2) — Nlaj,a2,a3) —1=1

3) Dlai,a2) —1=—1 4) — Nlay, as,a3) — 1= —1.
En el caso (1) debemos tener az—1 = 1, lo cual implica az = 2; asi que (T[a1, —2, as]+E)+ |
satisface cg3 = £1. Denotemos Zwo =Tlay,~2,a3) + E'Y Z1or = (Ta1, —2, as) + E)+.
Vemos que el caso (2) se satisface si —ajasa3 — a1 —az — 1 = 1, lo cual implica que a; =0,
az = —2; 0 sea que una rotacién de trenza que satisface cs3 = =1 es (T[0,as, —2] + E)-.
Denotemos Zi; = T[0, as, —2] + E y Zu, = (T[0, a2, -2+ E)-. .
Los casos (3) y (4) nunca se cumplen. B
- Cason=4. _ |
Si T[al, —as, 03, —ag4) + E, para que c33 = £1 se debe cumplir.

1) D[al,ag,a3,a4] -1=1 2) - Nlai,a2,a3) —1=1

3) D[alaa'27 a’37a'4] -1=-1 4) - N[al,az,'ag] —1 = 1.

Vemos que el caso (1) se satisface si asazas + a2 + a3 — 1 = 1, lo cual nunca sucede ya

que [a1,a2,a3,a4] es una fraccién continua estricta.

En el caso (2) debemos tener —aia203 — 61 — a3 — 1=1 est'o implica que a; = 0,
az = —2. O sea que la rotacién que satisface cs3 = 1 es (T[0, —ag, —2, —a4]+E) . Denotemos
Z12 = T[O, —Qaa, —2, —fa4] + E y Z121- = (T[O, —as, —'2, —a4] + E)_ .

Los casos (3) y (4) nunca se cumplen.

Caso n = 5. .
Si Tlay, —az, a3, —a4; as] + E, para que cg3 = %1 se debe cumplir

1) Dlay, az, 03,04 =1 =1 2) —Nlo1,05,a3,a4,05] =1 =1

3) D[al’a2’a3’a4] - 1 = ~1 ‘ 4‘) - N[a17a’2’ a’37a47a5]— 1 _'—_--':,""1.
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~ El caso (1) debemos tener .D[a : | er
1,02, 03, as] — 1 = 1 = NJas, a3, as) — 1. Pero esto nunca se
cumple ya que como a; # 0, = 2, 3, 4, entonces | N{az, a3, as]|> 3.

X El caso (2) no se gumple ya que como a; # 0, j = 2,3, 4, entonces | N{ay, as, as, a4, as] |>

Los casos (3) y (4) nunca se cumplen.
- Caso k= -1.

Veamos ahora el caso T — E, si n es irﬁpar

(Mi((T - E)+))s3 = —Dlay,..., an_y] — 1;

(My((T = E)_))sa = Nla,.., an] ~ 1.
Si n es par '

(Ml((T — E)+))33 = —D[aﬁl,... y an] - 1'; | (Ml((T - E)-))gs = N[al,... y an_l] '— 1.

Veamols .cuales de este tipo de trenzas satisfacen c33 = %1 después de una rotacién; analice-
mos, al igual que antes, todos los casos. o

Cason =1.
Para que una rotacién de T[a;] — E tenga cs3 = +1 se debe fener

1) —Dlag]—1=1 2) Na]-1=1,

3) ~Dlag]—1=—1 4) Njay]—1=—1.

El caso (1) nunca se cumple ya que D[ag] =0. -

En el caso (2) se debe cumplir a; — 1 = 1, lo que implica que a; = 2; asf que (T[2] — E)_

satisface cz3 = £1. Denotemos Z13=T[2] — E'y Z13, = (T[2] - E)_.

El caso (3) siempre se cumple ya que Dag] = 0; asf que (T[a;] — E), cumple cs3 = +1.

Denotemos Wy =Tla;] — E y Wy = (T[a1] — E) 4.

En el caso (4) se debe cumplir a; — 1 = imoli \

) : 1 = —1, pero esto impl = 0: asi -

tiene c33 = &1. Denotemos W5 = —E y W, = ?—-E)_, plica que a; = 0; asf que (—F)_ |
Cason=2. ' |

Si tenemos T'[a;, —ag] — E, para que ¢33 = +1 se debe cumplif

1) —Dlay,as] —1=1 2) Na]-1=1,

3) — Dlay,a0) —1=—1 4) N[a;]—1=-1.
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" Vemos que el caso (1) se satisface si @ = —2y, por lo tanto, la Totacién que satisface
cs3 = %1 es (T[ay, 2] — E)4. Denotemos Zyy =Tla,2] - Ey Zur = (Tla1,2} = E)+.

En el caso (2) debemos tener a; — 1 = 1, lo cual implica que a1 = 2y, por lo tanto,
la rotacién que satisface cs3 = +1 es (T[2, —a2] — E)-- Denotemos Z15 = T2, —a)—Ey
Z15.,- = (T[2, —ag] - E)_ .

El caso (3) nunca se satisface.

" En el caso (4) debemos tener a; — 1 = —1, 1o cual implica que a; = 0y, por lo tanto,
Ja rotacién que satisface cs3 = 1 €s (T[0, —az] — E)-. Denotemos We=T[0,—a2] — E'Y
Wer = (T[0, —asg] — E)-. _ '

Caso n = 3. | _
Si T|ay, —a2, 03] — E, para que Cs3 = +1 se debe cumplir

1) = Dla,a9] —1=1 2) Nlay,az,03] —1 =1,

3) — Day,a0)— 1= 1 4) Nz, az,05] =1=-1.

En el caso (1) debemos tener —a2 — 1 = 1, lo cual implica ag = —2 y, por lo tanto, la
rotacién que satisface cgz = £1 es (T[a1,2,as] — E).. denotemos Zig = T[q1,2,a3] —Fy
Z16r = (T[CL1, 2, a3] - E)+ '

Vemos que el caso (2) se satisface si a1a0a3 +a1+a3—1= 1 lo que implica a; = 0,a3 = 2
y, por lo tanto, la rotacién que satisface c3 = *1 €S (T[0,a2,2] — E)-. Denotemos Zi7 =
T[O, az, 2] - F y Z171- = (T[O, as, 2] - E)_ ’

‘Los casos (3) y (4) nunca se satisfacen.
Cason=4. _
Si Tay, —a2, as, —a4] + E, para que Cz3 = +1 se debe cumplir

1) — Dias, as,03,04) —1 =1 '2) Nlay, a,a3] —1= 1,

3) — D[al,a2,a3,a4] —1=-1 4) Nla;,az,a3] —1=—1.
Vemos que el caso (1) se satisface si —aga3a4 — G2 — 03 — 1 =1, lo cual nunca sucede ya
que [a1, az, a3, ay] es una fraccién continua estricta.

- En el caso (2) debemos tener a10203 +a;+az—1=1 esto implica que a; = 0,83 = 2.
Por lo tanto, la rotacién que satisface cas = =1 es (T[0,—a2,2, —ay) — E)-. Denotemos
Zlg = T[O, —ag, 2, —a4] - F y Zlgr = (T[O, —a9, 2, —.0,4] - E)_

‘Los casos (3) y (4) nunca se satisfacen.
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Caso n = 5.

Si T[a1; —ay, a3, —ay4, as] — E, para que ¢33 = +1 se debe cumplir
1) — Dlay,az,as,a4) —1 =1  2)NJay, a9, a3, as, as] — '1 =1,

3) — Dlay, az,0a3,a4] — 1 = =1 4)Nlay, a2,0a3,a4,05] —1 = —1.

A . . . )
1 analizar las ecuaciones anteriores vemos que los casos (1), (2),(3) y (4) nunca se

- satisfacen.

Caso k= 2.

~ Veamos ahora el caso T + 2E, si n es impar

(M((T +2),))ss = ~Dlan,,an] =1, (My((T+2E)))ss = ~Nla,.,anoi] = 1
Si n es par ' A

(My((T +2E)1))s3 = =Dlar, s 1] =1,  (My(T +2E)-))ss = —Nlay,., aa] — 1 = 1.

Veamos cudles de este tipo de trenzas satisfécen que la entrad

rotacién; analicemos todos los casos. a cg3 = *1 después de una i

Cason=1.

. : > » ' ‘ . |
T I v t de ‘ l a H M — . I tr'

-1 0 0

"TIN[al] -1 0

| 0 0 1

% . . 4
las matrices asociadas a (T'[a1] + 2E)+ y (T[a1] + 2E)_ son respectivamente

0 -_?]"N[a]_] 0 -1 —TlN[a]_] 0
0 -1 of, 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Es f4cil verificar que en los casos n = 2,3,4,5

nunc i S
todos estos casos |csz |> 2. , a se satisface que 33 = 1, ya que en

Definamos los conjuntos de ovillos

. zl={zj|j=1,2,...,.18}, Z={W;|j=12...,6},
ylz{erlj=-1,2,...,18}, y2={I/VJ1.,_]=1,2,,6}
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ysea Z1UZy =2 CBsjes £4cil verificar que YUY, =V C Bs.

Por el anlisis anterior se tiene el siguiente

Lema 10.2 Sea T € (B3)r, st s¢ cumple My (T) = £1 entonces eziste X € Z, con X €,
tal que T = (X + 4kE), para algink € Z. ' '

Demostracién.- Recordemos que para un ovillo R se tiene Mi(R) = My(R + 4kE). Si
T € (B3)g entonces existe B € B3 tal que alguna fotacién de B es equivalente a T, digamos
que B, = T; supongamos que B DA+ (ko+ 4k)E donde DA es un diagrama alternante
y-1<k <1 - ‘ |
Como Mi(B) = My (DA+kE) entonces Mi((DA+koE)+) =M (By)=M(T)==1. Por
el analisis anterior las tinicas trenzas de la forma DA + koE, con DA diagrama alternante y
 —1<k, L1, que cumplen (M((DA + koE)4))ss = 1 pertenecen a Z. Entonces se tiene
que (DA+kE)€ZY T2 (DA+ (ko + 4k)E)4. El caso B_ = T se prueba de manera
similar.l : ' '

Lema 10.3 Sea X € Z,’ con X,.le Y. Entonces (X+4kE), es una tfenza si y sdlo si k=0.
En particular (X + AKE), es una trenza st Y sélo si | (Ma((X + AkE).))ss |= 1

Demostracién.- Después de hacer algunos célculos v tomando a = 14iV3 tenemos que
! =2

SO0 020 .
Si z o n-veces entonces <j_—fi__t> =a" XX+ (1a)

20020 n<0

~ Es fécil ver que en el caso de B € B, | (M2(B))},3 |= 1.

Si k =0, por hipdtesis tenemos (X + 4kE), = X, € Yy C Bs. Veamos que si k #0
" entonces (X -+ 4kE), no es una trenza.

Calculemos My(T[-=,1, ~1,y)), con z,y > 0. Notemos que (T']-z,1, —1,y])+ ey cl

| a0 0 \[aalO0) [ 0o 00)\/010)/0a0
My(T[-2,1)) = | 1—a™" a™* 0 0 a 0)+{1—a=00]}]100 0 00
- o 0 a=*/\0 0 a o o0o/\ooo/\o 0O

g+ g~ %1 0
_la—a2tal—at+ a0 ,
0 0 a—.’l:+1

y | (Ma(T))
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v a
haciendo los dem4s célculés tenemos
20Y7% ) |
e ~ - 207%(1 = a¥)+a~%"2
2(T[~2,1,- Ly])*(a"’@ ~ 2 4e?) (1= @) 2a-(m+a-2>+)<1a— b o )
llamemos d;; = (Mz(T[-z,1, -1, y]));;; como a
: : dy; — dssb .d -—‘ \
V(T 11 33 d
2(T[-z,1, fl,y] +4kE) = (d21 ~ ds3p d:z - dzzg g
donde b = - 5 : n 0 "
= f2k\/§z'y p= Zk\/gi, entonces
[ | di1 + dog — 2dssb  doy — d ~
2(( [ r,1,-1, y] + 4kE)+) = ( diz — da3p N dﬁ - dzzg)) 8 )
0 0
Por lo tanto se tiene | e

(M ((T]-2,1, -1, Y|+4kE)+))ss|=[2a" " +a¥""2k/3i — a¥~%|=|a¥ =2 (142k/3i) | = v/ 1+ 12kZ

si k # 0 entonces M- ((T[ |
22,1, -1,y| +4kE '
no es una trenza. Haciendo los célczljl]los se )+) # 1, por lo tanto, (T[—g,1, -1, yl+4kE),

T, € Y, se tiene |(Ma(T.))ssl= v/14 122 prueba que para cualquier elemento T' € Z;, con
Si R € 25, con R, € ), entonces

| (Mz(R + 4kE), )3 |= v/T 6% T 1982

al igual que en 'el caso i i 74- 2 + 4kE r ?é 1 Y, por 1o

anterior, si k O t .

, y enemeos que M R ‘

tanto (.R + 4kE)+ no es una trenza. NOtemOS que en cada C(a,(SO I ((Z +) AzkE) ) ’l— 1 Sl.
r)33 1,

o st b = o
y s6lo si, k£ =0, lo que implica que (Z + 4kE), = Z, es una trenza.l

De i .
los dos lemas anteriores se tiene el siguiente:

3 Lgma 10.4 Sea T € B\Bs, tenemos que

Demostracién.- Si
stracion.- Si T es una trenza se tiene que (M (T))s3 = 1 M.
La otra implicacién se probar 1y | (My(T))

33 |=1.

u g




\‘i
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(My(T))ss = %1, existe X € Z con X, €Y, tal que T = (Z + 4kE), para algin
k e Z. Por el lema 103, | (M2((Z + 4kE),))ss |= 1 siy solo si (Z + 4kE), = T es

una trenza, lo cual es una contradiccién.l

‘Lema 10.5 Sean 13,13 € B\Bs, tenemos que

T, 2T, & Mi(Th) = My(Ta) y My(Ty) = Ma(T).

Demostracion.- Si 11 ~ T, claramente M;(T1) = Mi(T2) ¥ My(Ty) = My(Tz). Sean

T;€ B\Bs, j=1,2 tales que My(T1)=M(T2) ¥ My(Th) = Ma(Tp).

Si (My(T;))ss==1, tenemos dos casos

1) | (Ma(Ty))ss |=1 2) | (M2(T5))ss |# 1 

Si ocurre el caso (1), por el lema 10.4, tenemos que tanto T, como T5 son trenzas y, por el

teorema 6.1, tenemos que 11 = Ts. | | , ‘ |
Si se cumple (2), por el lema 10.4, tenemos que T; € (Bs)r ¥, T; no es una trenza para
j =1,2. Por el lema 10.2 tenemos que existen X; € Z, con (X;)r€d, i=1, 2 tales.que

T, 2 (X + 4k E), T (X2 +4kE)

como (2) se cumple ténemos que ki # 0 # kp. Veremos que s6lo uno de (Ty)+ y (T1)- es una
trenza; esto es, uno es ((X1+ 4k, E),)r y el otro es X1 + 4k E. ‘
(T+)+)+ Haciendo el analisis se tiene que para un ovillo T

(T +4kE)_)_ = (T" + 4kE) .

Denotemos por T al ovillo (

(T +4kB),)s = (T7 +4KE)_

- Es por esto qﬁe (X, + 4k E)p)r =2 (X7 + Ak,E)_,, donde —r es la rotacién en sentido
contrario al de la rotacién r. Notemos también que si X € Z entonces X" € Z.

Si (My((X? + 4k E)-r))ss # £1, por el lema 10.4, se tiene que (X? + 4k, E)—r 1o es una

trenza.
Si (M ((X?+ 4k E)—r))ss = (M ((X?)_r))3s = 1 se tiene que (X7)-r € Yy, como ky #
0, por el lema 10.3 se tiene que | (My((X? + 4k, E)—r))ss |# 1y, por lo tanto, (X? + 4k, E)

no es una trenza.
' Lo anterior prueba que sélo se cumple uno de los siguientes

2.1) (Mi((T):))ss=%1,  |(Ma((T1)+))sal=1,
2.2) (Mi((T1)-))ss==%1, | (M2((T1)-))ss |=1.

’ (10.11)
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Si se cumple (2.1) tenemos ‘
. que (T1)+ es una trenza. Ya que M;(Ty)=M; ‘ j
) . 10 ) i(T1) = M;(T5) para j=1,2
(;P;em;sﬂ;que MJ((11’1)+) = M;((T2)+) y M;((Th)-) = M;((T»)-). Asi, se {ciene (T2)+ € By
2)- 3 ¥, por el teorema 6.1, tenemos que (T3)4 & (T3)+, lo cual implica que 7} & T, ,

Si se cumple (2.2) se actiia de manera similar.
Supongamos ahora que (M;(T}))ss # 1.

Estamos ahora en P
el caso de una rotacién d i 4ni ..
ocurTe 10n de trenza, si inicamente uno de los siguientes

cu—c3 =%l cp—c =,

actuamos como en el caso T'[ay,...,a,] + kE conn>6y obtenemos T = Ts.

. Ocurrird que

C11 — C33 = Cgp — C33 = £1.7

Esta pregunta ' i
bsta 1()) i il;eta (s)ulrige porque, de ocurrir, no podemos actuar como en el caso anterior, esto
. 3 . » . ’
, .11), no podemos distinguir el tipo de rotacién que se hizo en la trenza T}

Veamos cuales trenzas cumplen cz3 # £1 y (10.11). .

Notemps que para T trenza se tiene
ab0 a+d—2 ¢ 0 -
M(T) = [ch} M(T,) = b ) : 0
0, L) = a 0 [,Mi(T.)=|b a+d-2 0
. 001 0 0 a-1 ,
de aqui se tiene que:v 4 | |
d=2.

EnelcasodeT+: C11 — C33 = Cg9 — Ca3; a+d—2— (a—1)=a-(a—1);

En el caso de T_ : ¢;3 — ¢33 = €99 — C33; d—(d—-l)‘=1=a+d—-2—(d——.1)" a=2

En el caso de una rotacién positiva para que se cumpla (10.11), se debe tener que la entrada

Coo = 2y, enel i4 i
,322 = y,— 1 _caso de una rotacién negativa ¢;; = 2; notemos que siempre podemos suponer
92 — €33 = 1 = €11 — ¢33 en lugar de ¢cpp — ¢33 = —1 = ¢1; — ¢33

Veamos los casos T+ kE donde k = —1,0,1,2 y T trenza base; asi’ qﬁe para que (10.11)

y (M1 ((DA+ kE)R))ss # %1 se cumplan con k& = 0, en el caso n impar tenemos .
0.1) (Mi((T+kE)+)ass=Dlay,...,an] = 1 # 1 (My((T+kE)4)sa=Nlas,..., an_1]=2

0.2) (Mi((T+kE)-)ss=Nlay,...,an_1] — 1 # £1 (My((T+kE)_-)11=Dlay,.., an]=2.
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En el caso de n par tenemos

0.3) ML ((T+KE) )=

Dlayy s an-1) — 1 #F £l (M1((T+kE)+)22—- Nla1,.;n] =2,

=2.

0.4) (My((T+kE)-)ss=Nlar,.a w]-1#%1  (M(T+kE)-)n= Do, Gn1)=

Caso (0.1). |
De resultados anteriores, para n 1mpar las trenzaz q{f fzz:’;:rllsiacen Niays.
equivalenteinente N [al,..f y On—1 j—-1=1, de (0.1) son .e _ |
| 0.11) Ti£1,¥1,a5], 0.1.2) T[0, —oa, %1, F1, as.
] — 1# =1, entonces en el caso (0.1.1) se

aun,—l] = 2) 6

S ademés se debe cumplir la condicién Dla1,.. s 0n

€ - .
debe tener 4 DJ1, 41, 4a) — 1 =03 +1—1 # 1

lo cual oéurré si as # £1.
En el caso (0.1. 2) se debe tener que
- D[O 0,2,:[:1 :|:]_ 0,5] 1= N[ag,il,i-l,a;] -1 7‘-’ 1, -

az, £1, %1, 05] 2 5.

' Te OCUITE ya que N : : .
lo cual siemp ) son (] +1,F1,as))4, con as # *1 ¥

Las rotaciones de trenza que sat1sfacen (0 1
(T[0, —az, £1,FL, as))+- _
Caso (0.2). |
Las trenzas que satisfacen Dla,... ,Gn
0.2.1) Tlay, £1, F1}.
— 1 # %1, entonces se debe tener

1— 1 =1 en (0.2) son de la forma

Si ademds se debe cumplir la condicién N{a1,.- an_l]

. . 1 ’ . . | (0 2) ( q:]

donde a; # £1.
Caso (0.3).

De resultados ant
(0.3) son de la forma

0.3.1) T[x1, F1],

. v i ‘ . - 1 _ 1 de
)

0.3.2) T[0, —as, =1, F1]-
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Si ademas se debe cumplir la cond1C1on Dlay,..,an_1] — 1 # %1, entonces, en el caso 0.3.1)
se debe tener que. '

DJ£1] — 1 # +1,
lo cual siempre ocurre ya que D[£1] = 1.

En el caso 0.3.2) se debe tener que
D[0, +ay,+1] — 1 = N[#ag, +1] — 1 # £1;

lo cual ocurre si ‘ag # £1.

Asi que los ovillos que satisfacen (0.3) son (T[x1,F1]);+ y (T]0, —ag, +1,F1])+ donde

az # Fl.
Caso (0.4).

Las trenzas que satisfacen D{ay,...,an—1] —1=1en (0.4) son de la forma

0.4.1) T[Fa;,=%1,F1,+ay]

* Si ademds se debe cumplir la condicién Nlas,...,an] — 1 # %1, entonces se debe tener

N[£ay,+1,+1,+aq) — 1 # %1, a104 + a1 + a104 + ag # +1,

lo cual no se cumple si a; = 0y a4 = =£1; asi que los ovillos que satisfacen (0.4) son de la

forma (T[Fa1, £1, F1, £a4])_, donde no se tienen a; =0y a4 = £1 al mismo tiempo.

- Para que (10.11) ocurra con k = 1 debemos tener que para n impar

11) (Ml((T+kE)+)33=D[a1,... , an__]_]—l # +1 '(Ml((T+kE')+)22=—N[a1,... y an] 2,

1.2) (My((T+EE)_)ga=—Nlas,..., an]~1 # £1 (My((T+kE)_)u1=Dlas,..., an_1]=2.

Si n es par

1.3) (My((T+EE)+)ss=Dlas,..., ag] -1 # £1

1.4) (My((T+kE)_)ss=—Nla,.. , an_s]=1#+1  (Mi((T+kE)_)ps=Dlar,..., an] =2.
Caso (1.1). | |

De resultados anteriores, las trenzas que satisfacen para n impar —NJay,...,a,]—1=1 de
- (1.1) son de la forma ‘

1.1.1) T[-2] + B, 1.1.2) T[0,—as,~2]+E, 1.1.3) E.

| (Mi((T+kE).+)s33 _ —Nlay,... , Gn1]=2, | .
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si ademés se debe cumplir la condicién Dlay,..., an-1] — 1 # £1, tenemos que esto en el caso
(1.1.1) nunca se cumple ya que Dlag] —1=-1.

En el caso (1.1.2) se debe tener que |
D[0,ay,—2] — 1= Nfag,-2] - 1= —2a9 # +1,
lo cual siempre ocurre ya que | az |> 1. |

En el caso (1.1.3) se debe tener que D[0] —1 # +1, lo cual nunca se cumple. Asf que los
ovillos que satisfacen (1.1) son de la forma (T[0,—az, —2] + E)+.

Caso (1.2) L |
Las trenzas que satisfacen Day,...;an—1] —1=1en 1.2) son de la forma

1.21) Tlay, ~2,03] + B,  1.2.2) Tlaa] + E;

como se debe cumplir que —Nlaz,..., as] — 1 # £1, entonces se debe tener en el caso (1.2.1)

que : : o
—Nla1,2,a3) — 1= —2a103 —ay — a3 — 1 # 1.

Lo cual se cumple si no se tiene a; = 0y a3 = —2 a la vez; pero notemos que por ser
T[ai, —2, as] un diagrama alternante, entonces as % 0. '

En el caso (1.2.2) se debe tener —a; — 1 =, lo cual se cumple si a3 # —2. Asf que los
ovillos que satisfacen (1.2) son de la forma (T{a;)+ E)-, con a1 # =27, (T[a1, —2, as] + E) -

Caso ,(1-3)

De los resultados anteriores, para n par, las trenzas que satisfacen —Nlay,... , Gn1)—1=1
“de (1.3) son :

1.3.1) T[-2,a0] + B, 1.3.2) T[0, az, —2,a4] + E, 1.3.3) T[0,as) + E.
Como se debe cumplir que Dlay,..., an] — 1 # %1, en el caso (1;3.1) se debe tener que
D[-2,—a5) = 1= —az — 1 # £1; |

lo cual ocurre si a; # —2. Pero notemos que por S€r T[-2, a5} un diagrama alternante,
entonces as £ 0. :

En el caso (1.3.2) se debe tener Que

D[O, —a2, '—2, —a4] —-1= —2a2a4 — Q9 — Q4 — 1 75 :|:1,

" lo cual nunca ocurre ya que gz #+ 0 # aq.

- 3.2) (My((T+KE)-)s=Nlay,..,an]-1#%1  (My((T+kE)-)u=-D|

10 ROTACION DE TRENZAS 83

En el caso (1.3.3) se debe tener

D[0,as] —1#a, —1£1,

lo cual ocurre si d2 # 2. Asi 1 ; -
; - que los ovillos que satisfacen (1.3) son de la forma (T[-2
E)+7 (T[O, as, _2, a,4]_—|- E)+ y (T[O, a2] + E)+ si as # 2. ( [ ,(12] +

Caso 1.4). .

Las trenzas que satisfacen Dlai,...,a,) —1=1en (1.4) son

1.4.1) Tlay, 2] + E;

> al cumplirse la condicién —N{ay,...,an—1] — 1 # =1 se debe tener
——N[al] —1= —-a1 — 1 7é :*:1,

lo cual se cumple si a; # —2 iag
. , por ser T{a;, —2] + E un diagrama alt {
-los ovillos que satisfacen (1.2) son de la forma] (Tay, —2] -E E)_a.l alternante o £ 0. Ast que

Para que (10.11) ocurra con k = 2 debemos tener que para n impar

2.1) (My((T+KE)4)ss=Dla,..,an] ~1# 1 (Mi((T+FE)s)s2=—Nlas,

22) (My((T+KE)Jss=Non,..,ans] = 1 21 (My((T+EE)-)u=—Dlas,.., as] =2.

Si n es par

2.3) (Ml((T+kE)+)33=D[a1,....,‘an_1] —1# :Ei (AMI((T+kE)+)22=_N[a’1,....,an]=2, :

24) (Ml((T+kE)_)33 =N[a1,... y an] -1 ;é +1 (Ml((T—I-kE)_)ll = —D[al,... y an_l] =2.
Es facil ver que nunca se cumplen las siguientes igualdades |

1) = Nla1,,0pa] =1=1, =Dlay,..,a,) —1=1,

2) - N[al,... 3 an] -1 = 1, —D[al,...,an_l] — 1= i,
tomadas de 2.1),2.2),2.3) y 2.4) respectivamente. |

Para que (10.11) ocurra con k = —1 debemos tener que para n impar

| 3.1) (M1((T+kE)+)33=—D[a1,...,an-1]—176:t1 (My((T+kE)+)s2=Nlay,..., az]=2,
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Si n es par | 2
33) (Ml((T+kE)+)33 = —-D[al,... ,an] - 1'-‘76 +1 (Ml((T+kE)+)22=N[a1,..; 5 an__l] =4,
| =— =2.
' 3.4) (My((T+KE)-)ss=Nlas,..., an1] = 1 # £1 (Ml((T+kE)_)1;_ —Dlay,.,an)
Caso (3.1). .

i is s @
De los resultados anteriores, para n impar, las trenzas que satlsfacen Nlay,. ; Gn)

B ) TR - B 312)T0 -2~ B, 313) -E.

Ademés se debe cumplir la condicién -D
nunca se cumple ya que —Dlag] —1=—1.
En el caso (3.1.2) se debe tener que

D[0,a9,2) — 1 =2a # %1, -

cual si ' 1.
1o cual siempre ocurre ya que | a |> ! | e
En el caso (3.1.3) se debe tener que Dlag] — 1 # %, lo cual nunca se cumple.vA31 que los
ovillos que satisfacen (3.1) son de la forma (T[0,—az,2] — E)+.
Caso (3.2). o ) |
Ademés las trenzas que satisfacen —Dlay,..,ap-1] —1=1en (3.2) son

3.2.1) T[-a,2, —as| — B, 3.2.2) T[m] - E.

Si ademés se debe cumplir la condicién Niay,..., an] — 1 # *1, entonces se ‘debe tener

Nlay,2,a3) — 1 = 2mag+a1 + a3 — 1 # £1,

l lo cual se cumple si no se tiene a; = 0,a3 =2 ala vez. | Ny
En el caso (3.2.2) deben cumplir Nja;] —1=1a; -1 #'il, lo cual ocurre ;1(;1; # ;2 ;}1:
los ovillos que satisfacen (3.2) son de la forma (T[-a1,2, ~ag]— F)_, con a; # 0,03 7 |
ez, y (Tlas] — E)- con o # 2.
Caso (3.3). o - | | »
De los resultados anteriores, para n, par las trenzas que satisfacen Nlay,..,an-1]—1=1

de (33) vSOIl (331) T[27 —0,2] — E, (332) T[Os‘_a@: 27 —0,4] —E.

[a1,.., @n-1] — 1 # 1. Pero esto en el caso (3.1.1)
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Si ademds se debe cumplir la condicién —Dla;,...,a,] — 1 # %1, entonces en el caso (3.3.1)
se debe tener que

_ —.D[2, az] -1= —Q9 — 1 7é :1:1,
lo cual ocurre si a; # —2, pero como T'[2, —a,] es un diagrama alternante a, > 0.
En el caso (3.3.2) se debe tener que

- D[0,—az, ~2, —as] — 1 = —2a0a4 — as — ag — 1 5# +1,

. lo cual siempre ocurre. Asi, los ovillos que satisfacen (3.3) son de la forma (T[2,—a2) - E)+

y (T[0, —az,2, —ay] — E)y.
Caso (3.4).

Ademis las trenzas que satisfacen —Dlay,..,a,] —1 =1 en (3.4) son
(3.4.1) T[~a;,2] — E. |
Si_ adem4s se debe cumplir la condicién N [ai,..., an._l] - 1 7$ +1, entonces se debe tener
N[-a;] - 1= —a; —1# +1,

lo cua'l se cumple si a; # —2, pero como T[—ay,2] es un diagrama alternante a; > 0; Asi,
los ovillos que satisfacen (3.3) son de la forma (T[—ay,2] — E)

Todas las rotaciones de trenzas del anlisis anterior para k£ = —1,0,1 satisfacen c33 # *1
y (10.11) y, por lo tanto, no podemos aplicar el mismo criterio que se aplicé cuando n > 6.

Notemos que si X € Z, con X, € Y, los elementos del an4lisis anterior no son otros

que X_,, donde —r es la rotacién en sentido contrario al de la rotacién T, siempre y cuando
X_. & Bs.

Si tenemos (M;(71))ss # %1 y ocurre (10.11) tenemos que 7} (X +4kE)_, para algtin
XeZconX, €eVyX_. & Bs. Analizaremos (T1)1 y (T3)

Si dnicamente uno de los siguientes se cumple
D) (Mi((Th)+)ss = £1,  2) (My((T1)-))ss = 1,

digamos que se cimple (1), entonces (T1)+ € B3, de esta manera se tiene que (T5)y € B3, v
como por hipétesis M;(T;) = M;(Ty) para j = 1,2. Se tiene que M;((Th)4) = M;((T»)4), lo
cual implica que T3 = T;. Si se cumple (2) se procede de manera anloga con (T1)-.

Si se cumple (1) y (2) nos fijamos cual de los siguientes se cumple

3) | (BT =1 4) | (M((TL)_))ss = 1.
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, por el lema 10.4, se tiene que (T1)+ € Bs, de esta manera se tiene qué
ocede como el el caso anteriory se obtiene Ty & To. Si se cumple (2)
| ‘ _

y M, clasiﬁcanl completamente al conjunto B.

Si se cumple (3)
(Ty)+ € Bs; ahora se pr
se procede de manera analoga con (T1)-

~ Esto demuestra que las matrices M,

11 Curvas en el doble toro
n R3 como se ilustra en la siguiente figura

Sea T, una superficie de género 2, encajada e

Y
eflexiones en los planos XZy
s de radio

es invariante bajo I
conjunto de 2 cilindros rectos circulare

e se escoge de manera que Ty

El encaj
} es un

XYy Ton{(zy2)|-1Syst
1 con ejes paralelos al eje Y. » ; . ‘

las intersecciones de T3 con el plano XY y por €2, C4 las intersec-
definidas de esta manera cada ¢; es un circulo. Seai: Ty — 12
—z), definamos una relacién de equivalencia en To mediante

Denotémos por C1,C3,Cs5 1
ciones de T con el plano X A
definida por i((z,¥,2)) = (z,—Y,
(.’17, Y, Z) ~ Z((xa Y, Z)) = (.’L‘, -V, —-Z).
— T/~ es una funcién dos a uno, con excepcion

n natural 7 : Tp
n el eje X, los cuales llamaremos pi, P2, » D6

Se tiene que la proyeccié
de los seis puntos de la interseccién de T5 co
la coordenada en X. As{ tenemos queé la superficie T [~

el orden se toma conforme decrece
es homeomorfa a la esfera S2. las imagenes de los puntos excepcionales p1, P2, »P6 bajo 7
§2: llamemos P = {p1, P2 ,De} Y

son un conjunto de puntos excepcionales ¢i, g2, g6 €1

Q=1{a, g2, Q6
Diremos que un homeomorfismo h : Tp — T

i(h(w)) = h(i(w))

es simétrico si tiene la propiedad
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donde w den
ota un punto arbitrari
arbitrario en la superficie T,. Nétese que para todo h
| 0do homeomorfismo

- simétrico g, g(P) = p’ =
9(P) = P, aunque no necesariamente g|p= Id
— P.

Sea. S(T2) el
rupo de cl
de todos los h > clases de homeomorfi imé
omeomorfis e oriismos simétricos de -
gp(g? C 8(T3), de los hlggfesiegmos que preservan la orientaZ%ézia Str?l 'e(? f L grupo §(1)
entidad, mediante una rasmos simétricos . ; modulo el sub
] na ia FT* que son 5pi ) grupo
2 y estd en el centro de :9? (Olt"o)pmbﬂt tal que Hy € 5(T). Néte::: tolf;cqs al homeomorfismo
subgrupo ciclico de orden 9 2). Definamos §(T3) como el grupo ;1 [i]€ S(T3) tiene orden
» generado por [i]. En [1] se pl”uebapel actor de 5(73) médulo el
siguiente: o

Teorema 11.1 S(
: 1 5(13) es isomorfo
‘ al grupo de cl
De ] ] clases de homeom
a prueba de éste se desprende el siguiente orfismos de S*\P, M (S*\P).

" Lema 11.1 Cualguie m
~ . quier homeomorfismo h € M(S P
h: 72\@ - Tz\Q. . comorfismo h ( 2\ ) se puede Zevdntdra un h on
‘ omeomorfismo

Y de aqui se tiene

Corolario 11.1 .

, -1 Dado h : (52, P '

meomo 05 P) = (5% P ‘

rfismo de parejas h : (T3, Q) = (T, Q)) ;;7; Ztoemez’mogﬁsmo de parejas, eriste un ho
. ’ mTTh = . . ) )

-El grupo de cla;
; ses de m
apeos M(S3 .,), donde S3,+2 €5 una esfera'de la cudl h
cual han sido

- removidos 2¢g+ 2
puntos, fue estudi ;
se desprend ’ studiado por W.
prende que M(S5%\P) admite 1a presentai\i/{iang-nuS [10], en particular para el caso g=2

generadores: oy,..., g

con las relaciones:

(Z} a,-aj=ajqi.1§z'§5 [i—37]>2;
(} Oi0i+10i = 04410:0341 1<i<4 o
(c) (0105++-05)8 =1 )

(d) oy- 10405050407 = 1

Los generad
ores 0;, 1 <3 <
S ¢ < 5 pueden ser representados por los siguientes aut
S auto-homeo-

‘ ) ( H 6 )'
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. | . v gisy PeTO MO A Gj, J§ F 41+ 1
. 2\ p. donde h;(D) incluye a ¢ ¥ Gi+1 P . Y
Sea h; un ezc(aljeo(;le qunyS h\(}; ’ﬂ) = qz'-:-1- De esta manera elhhome?nn;:fri’f;lrsnn;od:z‘gzh\,l3
A = 4 T\ +) o
Supongg e oz el mapeo identidad fuera de hi(D), define un auto- %I'I;i O ton 0,3 Gt
eiiten? : c:srfalnta a 0,. Fl efecto de este homeomorfismo es intercamol .
el cual repr . v

y dejar los otros puntos g; fijos. |

g b)
.

g

muestra a continuacion:

7
U(c)

| ' ; tivo a
' : { sta manera, es llamado un giro negativo |
; 10T, : F — F construido de es _ : 6 por 27 ¥
El homeomorﬁsmo Dce manera similar se puede hacer girar la or111a. de el gtqrt (flo oo
lo largo de l‘i ﬁuwao;orﬁsmd (T)~-: F —'F el cual es llamado un giro post1 ?;)éo o
me c . . 43 e dl
?ibt?nem:;aec ;ara Leferirse indistintamente a un giro positivo o negative se ¢
e la cu ) , ,

giro a lo largo de la curva c.

ntan los generadores O1,..,05 de M(S*\Q), se le-

Teorema 112 Los M08 e T e i=1,.,5enTy y estos giros representan a los
— ,.-- , .

vantan a giros a lo largo de las curvas Ci,
elementos 1,...,0s de S(T5).

‘ - ,‘ + Y CiY 1 A1) aml

-1
de las g con j = 2,4, es (Te;) ™ |
En [6] se d& una demostracién del siguiente

Teorema 11.3 Sean ¢, i =1
giros T,; generan M (Tz)-
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Sea B la bola de la figura siguiente y L la unién de los dos arcos disjuntos a;a, ¥ azay.
Se tiene asi que B admite un recubrimiento ciclico de dos hojas p : B — B, donde B es un
toro macizo, en el que a p™'Q = @ se le lama meridiano y a p™*H = H una longitud.

En [11] J.M. Montesinos d4 una descripcién de cémo‘Se debe modificar L en el interior
de B, con el fin de que el recubridor ciclico de dos hojas de B, ramificado sobre los arcos

modificados, sea un toro macizo cuyo meridiano sea homélogo a a@ + BH siendo a y 8 dos
enteros primos entre si.

Por otro lado, nétese que (73, 7) es una doble cubierta de S?, ramificada a lo largo de
Q y (T2\P,7) es un espacio cubriente de dos hojas de S2\Q. Definamos en S? los arcos
ki, i = 1,..5 de la siguiente manera: k; es el arco en el ecuador que une ¢; con g1 y sea
k; = 7~ (k;) en Ty, notemos que k; = ¢;. El cubriente no induce una orientacién natural en
los k;, supongamos que k; est4 orientado arbitrariamente, fijemos orientaciones en los demés
k; de manera que el nimero de interseccién entre k; y kiy1 es +1.

Sea B la bola de la siguiente figura y L la unién de los tres arcos disjuntos g1¢s, g3gs y
g5gs- Se tiene asi que B admite un recubrimiento ciclico de dos hojas 7 : B — B donde B
es un doble toro macizo en el que llamaremos meridiano jamHky_1) = kaj—1 = cgj-1, con
J =1,2,3. Llamaremos longitud s a w7 (ko,) = kos = Cos, COML 8 =1, 2.
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p2 pl

........
.

1 )

—(a! 'by) donde (o, B8) =1y
izo con meridianos base homélogos a ab; + Bbe y —(a'bs + 5'bs) -
toro maciz |

= i i teorema
(o, f) = 1. a i 0; 5% = 82,5 =1,..,5definidos anter19rmente. Por el
homeomorfismos o; : - isfacen oum = TH;
11 28%2 Illczineomorﬁsmos Gi: Tp = Tp,i = 1,.., 5 satisfa '

( k — 1, 2, 3,
E]. grupO de ]lom(.)l 1 e 2 .,. lene I enel re I — 4

b - b:
- _J
i en
' ] G; : To — T3 induc
b bs. Tenemos que los homeomorfismos &; 5
p=—] Cs = —04.
Notemos que ¢; 1y

i O O 0 U' :
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por las siguientes matrices.

1no0o0
~ 0100 ~x\n
0001
1000
Y loo1n]l;
0001

De esta manerg t
homéloga a —(bs + b

1
0
0~
0

De esta maners tenemos que para |

5*Yan ( ~x\=a,_ =¥\an [ ~x\ g N n1 N n
(67)*(53) 2(67)%(52) o) = f(l) 1 NA, 00

(&;)-a" (5’2)“'}—.1. .(5-;)'112 (5.2)a1 (65) - (

Sines impar entonceg

€nemos por ejemplo que &3 (c;)
1), 1o cual se ve facilmente de

a1,... , Gy)

1 000 1 n noO
—n 100 (Gor=] 0 1 0 0]
0 010 100 10 .
0 001 0 —n —pn 1
10 0 0
sem_[ 01 0 0
=109 19/ nez
00 -n1

: . S
es homéloga a b, — by y que 04 (cs) e

1000\ /0 0
0100 [0} (g
0011 )f o |=]_
0001/ \=1

., . . - ces
fraccién continug estricta, si n es par enton ,

DA4,_1 DA, 00\ /1 DA,—1
0 _ [ NA, 1
0] 0
0 0

- -1 00\ /1 DA,
5¥\~Cn [ ~x\a,,_ SHENAD [~ kN gy NA NA -1 00 0 ‘ NA
n n-1, . 2 ay —_ n {¥Ap _ n ,
‘ (02) (Ul) (Ul) _(02) (cl)‘ ( 0o 0 1 0)(0) — ( 0
‘ | 0 01/\o 0
" 0
0

0
| 10 0y 0
~ = ~k\=ap [~ 01 o 0] . 0
*\an [~ Cn—3, (~%\~Q2/ ~% a; — -
(63) | () } (5) (3) (cs)= 00 N4, NA, (0) = (-NA,,,
: 00 DA4,_; DA,/ \-1 -DA,

91
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r de B, con el fin de que el recubridor ciclico;dfe dos
dificados, sea un doble toro macizo con meridianos
(a,8) = 1y (¢, 8) = 1, hacemos el

Ast que para modificar L en el interio
hojas de B ramificado sobre los arcos mo
base homélogos a ab, + Bby y —(a'bs + B'bs), .donde
siguiente proceso. .

p - l 19e-- | - l b 1 yeer b l
‘ o 7 » N ﬂl ? P (28]

notemos que siempre podemos escoger la expansion de forma

Témese el homeomorfismo

F(8,0l,B,0) = (00 (a5) - (05 ™ (02)" (02) ™ (1) (1) (02)™

entonces el homeomorfismo

F(8. o, B,0) = (3)m (&5) tm+ +(55) ™ (64)% (52) " (61)** (61)(52)™

es tal que 7f(8, o, B, ) = f(B, o, )T : - |
Si consideramos la curva M = f(8',¢/, 5, a) (k1) en 0B, se tiene c%)ue ]]; (,3., 33’,1ﬁ1’11(;21((301~132 Zsl
" una curva simple que se proyecta sobre M vy, es homéloga a ab} + Bb,. ~(e,6’1lgo/ ; a)(cs), o
ahora consideramos la curva N = f(8, o, B, a)(ks). en 0B, se t1ei;)1e que, bf) ol B,
una curva simple que se proyecta sobre N y, es homdloga a —(a'bs +. B'by).
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